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A P' iuniverzum kozegében az érzékelhetd €8 elgondolhatd,/a k! zelfoghaté és az/imaginarius
3 A. és a teljes, a eges és a'tokéletgs nem ellentétei egymasnak. A Poliunive Q« vizualis
rendszerének az alapja az alakzat és a sz3 esztétika és a’/kombinatorika kozotti parbeszéd.
A megkozelitések k@zotti kulonbségbdl fésziiltség Relyett harmonikus és komplemienter egyittlét
fakad. Qlya mechanikak bontakoznak ki, amelyek a napjainkban' ren szukat €16 problé-
makdzpontu pedagogia szémér Ujdonsagot rejtengk.
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jatszo, és ja /ére, mint szemléletformalé eseményre visszaemléke loyd Wright, va-
amint azugyancsak Frébel Ajaghdékaihoz koté sforditd jatéktapasztalatairdl beszdmold Richard

Buckminster Fuller is. Ezt a megalapozd’jelent&ségl éiményt igyekezett/dtadni az Ajandékokat a sajat
olisztikus, pedagdgiai koncepcidja részeként népszerdsité Maria Mayitessori és Carolyne Pratt.
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E Fogalomtar ® B

B ALAPFORMAK: kér, haromszog, négyzet

B ALAPELEM: az alapformakbdl szarmaztatott jatékelem, a kiilonb6z6 méretd és szin( kisebb
formak elrendezésében

B sziNEK: piros, sarga, kék, zéld
B ALAPSZIN: a konkrét jatékelem kdzéps6 tartomanyénak szine

B KESZLET: 24 alapelembdl 4116 jatékcsomag

B JATEKCSALAD: 3x24 db kiilénb6z6 (kér, haromszog, négyzet) alapelembdl 4116 készlet-egyiittes
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B MERET: (A; N; K; P; L réviditésekkel)
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A = alapelem (8)

N = nagy (4)
K = kdzepes (2)
P = pici (1)

L = lyuk (1/2 csak a négyzet esetén)

B ILLESZTESEK: az alapelem csucsain |évé kisebb formak oldalainak és/vagy csucsainak 6sszekap-
csolasa valamilyen szabalyszerUiség (szin- méret) szerint. Kor esetén a félkorok atmérgit és annak
»csucsait” vesszik alapul. Ezek lehetnek:

@ TELJES: az alapelemek teljes oldalhosszban kapcsolédnak egymashoz haromszog,

négyzet esetén. Kor esetén az azonos méret( félkorok atmérdi illeszkednek
egymashoz.

NAN - N

® AZONOS SZiNU: csak azonos szin( formak kapcsoléddnak (méretben még lehet
koztik egyforma)

® AZONOS MERETU: csak azonos méret(i formak kapcsoléddnak (szinben még lehet
koztik egyforma)

® AZONOS SZiNU és MERETU: csak azonos szin(i és azonos méret(i formdak kapcsoldd-
nak egyszerre

® CSUCS: az alapelemek csucsai érintkeznek egymassal

A
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@ ELTOLASOS: az alapelemeket az oldalai mentén elcstsztatjuk (vagyis ilyenkor nem
illeszkedik egymashoz az alapelemek teljes oldala) és a kisebb formak csucsai kapcso-
I6dnak egymashoz valamilyen szabalyszer(ség alapjan (az illeszkedé oldalrészek mind-
egyikén legalabb egy-egy csucs). Kor esetén kiilonbozé atmérdji félkoroket illesztiink
Ossze, ekkor a félkorok ,,csucsai” és kozéppontjai lehetnek az illeszked6 pontok tetszs-
leges kombindacidban (csucs — csucs, kdzéppont — csucs, kozéppont — kdzéppont).
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B ZART ALAKZAT: teljes illesztéssel |étrehozott alakzatok, az alapformak szerint csoportositva

® Alapforma haromszog

4,9, 16, 25-1=24 alapelembdl allé nagyobb haromszog, utdbbi esetben kdzépen
lyukkal

Rombusz, trapéz, paralelogramma

1x6, 2x6, 3x6, 4x6 alapelembdl allé hatszogek, illetve a 24 alapelembdl kirakhato
legnagyobb hatszog

- 2 M%Q%

® Alapforma négyzet

4,9, 16, 5x5-1=25-1=24 alapelembdl all6 nagyobb négyzet, utébbi esetben kdzépen
lyukkal. Dupla csomagnal 7x7—-1=49-1=48 alapelembdl allé nagyobb négyzet, ugyan-
csak kozépen lyukkal.

6x4=24, dupla csomagnal 6x8=48 alapelembdl all6 téglalap.

® Alapforma kor

6 alapelembdl teljes illesztéssel létrehozott gy(ird
2,3,4,5,6, 7 gylrlbdl all6 6sszefliggd alakzat. Dupla készletbdl 13 gydrtibél allé
alakzat rakhatdé ki maradéktalanul.
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B NYITOTT ALAKZAT: A fentiektél eltérs barmely alakzat, lehet eldgazasokkal tarkitott, kornél
nyitott ldncba rendezett, eltoldsos és csucsillesztéssel [étrehozott és kiilonb6z6 alapformak keve-
résével osszedllitott alakzat.






E FEJEZETEK 1 2 3 4 5

Az eszkozhasznalatnak a matematika tanulas-tanitds folyamataban tobb évezredes hagyoma-
nya van. Mar az dkori kinaiaknal, suméroknal, egyiptomiaknal vagy gérogoknél is 6sszekapcsolddik
a matematikai absztrakcid és a kiilonb6z6 targyakkal (botokkal, kavicsokkal) torténé manipulacié
(Wintsche, Emese 2018).

Az eszkOzhaszndlat a matematikaoktatas javitdsara sok lehetGséget rejt magdban, de nem elég az esz-
kozoket csak a gyerekek kezébe adni, sziikséges megfelel6 mddszerekkel, jol atgondolt médon a ta-
nulasi folyamatba beépiteni azokat (Swan, Marshall, 2010). Jelen Osszeallitasunk ehhez kivan
segitséget nyujtani.

A PUSE kdnyv médszertani része o6t fejezetre oszlik. A tandri mdédszertani lapok és a hozza kapcso-
16d6 didk munkalapok a felsorolt fejezetek alapjan vannak sorszdmozva. A tandr lapok szdmozasa
megegyezik a hozzatartozo didklapok szamaval, a keretsziniik eltéré.

1 Geometria és mérés

2 Kombinatorika és valdszinliségszamitas
3 Halmazok és logika

4 Grafok és algoritmus

5 Komplex és vizualitas

A PUSE konyv elején taldlhatd egy fogalomtdr. Ennek kidolgozasara azért volt sziikség, hogy a ki-
16nb06z6 orszagokban, eltérd korosztalyokat oktatd tanarok egységesen ugyanazokat az elnevezése-
ket hasznaljak.

Ha a Poliuniverzum készletet el6szor kézbe vessziik és elgondolkozunk azon, hogy vajon a matema-
tika melyik fejezetében tudnank leginkdbb haszndlni, akkor a kombinatorika, valdszinliségszamitas
jut el6szor esziinkbe, masodszor a geometria. Ezért kicsit meglepd volt, amikor a feladatlapokat téma
szerint csoportositottuk, hogy a legtdbb feladat, szinte minden korosztdlyban a geometria fejezetbe
kerilt, annak ellenére, hogy tovabbi, részben geometriai problémakat tartalmazé kérdések gyakran
kerlltek még a komplex fejezetbe is.

A Diak feladatlapok kozott talalunk olyanokat, amelyek drai haszndlatra alkalmasak, kifejezetten kap-
csolddnak az egyes tananyagrészekhez, szemléletesen, jatékosan segitik az adott tananyag elsajati-
tdsat. Vannak olyanok, amelyeket délutani foglalkozasokra érdemes bevinni, masok tobb napon
ativel6, hosszabb projektmunkat igényelnek, de versenyszintd, kifejezetten intenziv gondolkodtaté
feladatokat is talalhatunk a gydjteményben. A tandri ajanlasban igyekeztiink erre utalast tenni.



Minden feladatlap fejlécén megjeldltiik az eszkdzigényt, a témakat és altémadkat, ahova az adott fel-
adatlapot kapcsolhatjuk, valamint a nehézségi szintet és a korosztalyt. A mddszertanban harom szin-
tet, illetve korosztalyt kiilonboztetlink meg:

® az A-jelli feladatlapok a 6-10 éveseknek,
@ a B-jelli feladatlapok a 10-14 éveseknek,
® a C-jelliek a 14-18 éveseknek.

A korosztalyon beliil is lehet differencialédas, példaul az A-n beliil lehet 8-10 éves, vagy a B-n beliil
lehet 12-14 éves érintettség, mindig attdl fliggben, hogy a mddszertant melyik évfolyam tananya-
gahoz tudjuk éppen kapcsolni. Gyakran van atfedés a korosztalyok kozott, példaul taldlunk AB, il-
letve BC feladatlapokat is, mert 6sszességében azt gondoljuk, hogy a nehézségi fokozatokat és
korosztalyokat jel6l6 kategdridkat nem kell mereven kezelni, ezek szinte teljesen atjarhatdk, hiszen
mindenitt vannak tehetséges gyerekek, és a kisebbeknek valé feladatok is lehetnek izgalmasak a
nagyobbak szamara — ezt a tandr belatdsdara bizzuk.

Nagyon érdekes volt figyelemmel kisérni az egyes orszagokban kidolgozott feladatokban megmu-
tatkozd kilonbségeket. A magyar tandrok feladatai példaul a tiszta matematikara koncentralnak, a
spanyolok az alkotast, a mivészi vonalat helyezték elGtérbe, a sok szép alkotdsbdl a feladatgydjtemé-
nylinkben is l[athatunk egy valogatdst.

F6 célunk a Poliuniverzum eszkozben rejlé matematikai lehet6ségek feltarasa és mddszertanba ren-
dezése volt, ezért feladataink tobbsége kozvetleniil kapcsolddik az eszk6zhoz. A feladat megoldasa-
hoz a kért formak kirakdsa, az eszkdzzel torténd jaték, kisérletezés sziikséges. Azonban a C-kor-
osztalyban taldlhatunk olyan feladatokat is, amelyek szamara csak kiindulasi pont, otletadd az esz-
koz és segitségével egészen bonyolult, 6sszetett problémakhoz, altalanositasokhoz is eljuthatunk.

Napjainkban a gyerekek élete részben a digitdlis térben zajlik, ezt sem hagytuk figyelmen kivl.
A GeoGebraban készitettlink a Poliuniverzum mdvészeti hatterére visszautald, térgeometrikus ele-
meinek szerkesztésére és tovabbgondoldsara, példaul haromdimenzids kiterjesztésére vonatkozé
interaktiv alkalmazasokat. De a GoogleDraw alkalmazast is kivaléan haszndlhatjuk, példaul a kotet-
len jatékra, tovabba tdbb eszkézcsomagot kivaltd feladatok megoldasanak digitalis modellezésére
vagy akar a fraktdlgeometridra visszavezethetd alkotasok készitésére, a gyerekek latasmaodjanak ki-
szélesitésére.

A tanari modszertani lapokon Osszegy(jtottik az el6zetes ismereteket, ajanlasokat fogalmaztunk
meg a pedagodgusoknak a javasolt munkaformara vonatkozéan (egyéni, paros, csoportos munka),
megjeloltik a feladat céljat és néhol a feladatok kiprébalasa soran 6sszegylilt tapasztalatokat is meg-
osztottuk.

Fontos, kiilondsen a kombinatorikai feladatoknal, hogy mindig a teljes, szinkombinacio szerint visz-
szarendezett készlettel dolgozzunk. Ha valamilyen okndl fogva 6sszekeveredtek a dobozok elemei, a
gyerekekkel minden foglalkozas utdn ellendriztessiik a doboz tartalmat, és ha szlikséges tegyenek
rendet.

Néhany tanari mddszertani laphoz, terjedelmi korlatok miatt nem rendeltiink didk munkalapot, mert
a feladatot megfogalmazasanak rovidsége, vagy a digitdlis fellileten valé alkalmazhatdsaga miatt sz6-
ban is ki lehet adni. Mas esetben viszont a mddszertani leiras egyezése miatt egyes tanari lapokat 6sz-
szevontunk, és alapformanként (H, K, N) kilén didklapokat rendeltiink hozzajuk ugyanazzal a
szamozassal.

A Poliuniverzum és a hozzda kapcsolddo feladatok egyik nagy elénye, hogy a jaték, a kdzos gondol-
kodds sokszor csoportmunkaban zajlik, a gyerekeket egytttm(ikodésre 6sztonzi.
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A moddszertani feladatlapok 6sszegzésekor meglep6dve tapasztaltuk, hogy a készlethez kapcsolédo
feladatok témaban és a feladatok nehézségi fokdaban is milyen széles spektrumot ivelnek at. A ki-
csiknek szél6 legegyszeribb jatékos feladatoktdl, a kombinatorikus Poliuniverzumtdl elszakadva,
akar a fels6oktatdasba is beilleszthet6 feladatokig, az elmélyiilt gondolkodast igényl6 versenyfelada-
tokig juthatunk el.

Meggy6z6déssel allithatjuk, hogy az itt lathaté PUSE mddszertani konyv csak a kezdet, mert folya-
matosan jonnek Ujabb és Ujabb oOtletek, a Poliuniverzum szinte a végtelen lehet6ségek tarhaza, ezért
a hozza kapcsolddd modszertant sem lehet lezarni. Reméljiik, hogy a gyljteményt forgatdé tanarok-
ban és didkjaikban is Gjabb gondolatokat ébresztenek a készlet ihlette feladatok és nagy 6romiinkre
szolgalna, ha ezt megosztandk vellink, amire a honlapunk interaktiv felliletén lesz lehet6séguik.
(www.poly-universe.com)

Dr. Stettner Eleondra, PhD
egyetemi docens
a PUSE projekt szakmai koordindtora

[1] Wintsche G. & Emese Gy. The Changing Usage of Teaching Tools in Hungary, CADGME Coimbra, 2018. 06.28.
[2] Swan P. & Marshall L. Revisiting Mathematics Manipulative Materials, APMC 15 (2) 2010.
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1 Geometria és mérés

Ez a fejezet lett a legbbvebb és a leggazdagabb. Minden korosztalyban egyarant sok feladatot
tartalmaz, annak ellenére, hogy a komplex fejezetbe is keriiltek geometriai tartalmu feladatok, ame-
lyek mas teriletre is atnyulnak, nevezetesen az A-korosztalyban a tortekre, a C-korosztalyban a kom-
binatorikara és valdszin(iségszamitasra.

A gyerekek, f6leg a kozépiskolas koriak ma szamoldgépet hasznalnak. Nagyon fontos, hogy a kapott
eredményrdl el tudjak donteni, hogy legaldabb nagysagrendileg elfogadhaté-e? Ehhez kisiskolas kor-
ban kell b&séges tapasztalatot szerezni, amihez segitséget nyujtanak tobbek kdzott a készletre ala-
pozott A-korosztalynak szant geometriai feladatok. A feladatok egy része méréssel kezd6dik, majd a
mért adatok segitségével teriiletet (csak a négyzet esetében) és keriletet kell szamolniuk. Kés6bb a
léptékvaltasos szimmetria miatt az oldalhosszusagot felezve, mar nemcsak tapasztalati Uton, hanem
kovetkeztetésekkel is kiszamithatjak az egyes elemek kerlleteit, terileteit.

A kérdésekre valaszolva a tanuldk tapasztalatot szerezhetnek egyes geometriai transzformacidkral,
a négyszogek fajtdirdl, konvex, konkav alakzatokrél, megtanulhatjak a csucs, az oldal fogalmat.
Kil6nboz6 formaju alakzatokat fedhetnek le négyzetekkel, haromszogekkel, majd korokkel, itt a ta-
pasztalatszerzés a sik hézagmentes kitoltésére, teriilet nagysaganak becslésére, mérésére vonatkozik.

A B-korosztalyban a hagyomanyos szamolasos feladatok, dgymint a sokszogek sz6gosszegének sza-
mitasa, kerllet- és terlletszamitasok mellett mar el6fordulnak egyszer( bizonyitdsi feladatok, szer-
kesztések, s6t tehetséggondozd szakkorre javasolt feladatok is.

A C-korosztalyban is megtaldlhatjuk a szokdasos, kozépiskolaban el6keriilé témakorokhoz kapcsolédd
problémadkat, mint az altalanos haromszog oldalainak, szogeinek és teriletének kiszamitasa trigo-
nometriai 6sszefliggések segitségével. A kor részeit is tobb szempontbdl alaposan koriiljarja egy sok
kérdéses feladat. Ezekben a feladatokban lehet szamolni a Poliuniverzum valédi, mért adatai alap-
jan, esetleg tobb Iépésben konnyen felezhetd adatokat megadva, de paraméteresen is. Ha lehet6ség
van rd érdemes ellenérzésképpen az alakzatokat GeoGebrdban is megszerkeszteni.

Ebben a részben taldn a legizgalmasabb egy 5 feladatlapbdl felépilé problémasorozat, ami egy konk-
rét Poliuniverzum elemre alapuld teriletszamitasbdl indul ki, majd 1épésrél-lépésre altaldnosit, ugy
hogy végil egy nem kdnny( versenyfeladat szintjére jut.
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Fokozat A / Korosztaly: 6-10

\S . -y :
$ Q &, | Téma /Altémak: geometria, Tangram
= ﬁm S | Készlet: haromszog
X 2

9'4/ e Tovabbi eszkozigény: ceruza

O
OryyHo® Nyelv: magyar

A feladat leirasa és megoldasok:

Rakd ki a haromszog készlet elemeibdl hézagmentesen a mellékleten lathaté format!

AA

A kép korvonala, vagy arnyéka lathaté a rajzon, ebbe kell illeszteni az elemeket, és hézagmentesen lefedni.
Minek a korvonalat ismered fel? / virdg/tulipan
Hany haromszoget hasznaltal fel? /10 db haromszog

Epits hajot 4 haromszogbdl! Rajzold le, és szinezd kil

El6zetes ismeret:
A “hézagmentes” és a “korvonal” kifejezés ismerete.

Tanari ajanlas:

Munkaforma: egyéni

Cél: megfigyel6képesség, sikbeli tdjékozddas

A feladatlapon a virdg kérvonaldra rakjak a haromszogeket!
Erdemes megtanitani, hogy a jaték neve Tangram.




Fokozat A / Korosztaly: 6-10
R 74
N Q 2, Téma /Altémak: geometria
~ ‘i S | Készlet: négyzet, hdromszég
o
9'4/ e %'9 Tovabbi eszkozigény: szines ceruza
01190 Nyelv: magyar

A feladat leirasa:

Hasznald a hdromszog és a négyzet készletet!
Epits forgast idéz6 formakat!

A feladat megoldasa, megoldasok:

Példaul:

Hany elemet hasznaltal? /5 db
Rajzold le a kirakasod!

ElGzetes ismeret:
Nem sziikséges

Tanari ajanlas:
Munkaforma: egyéni, paros
Cél: geometriai tapasztalatszerzés




Fokozat A / Korosztaly: 6-10

N 7 . - e
§ Q 4:!(‘, Téma /Altémak: geometria, utanzo kirakas
%ﬁg S | Készlet: kor

R Tovabbi eszkozigény: ceruza

o% BBl erasmus+

O
OryyHo® Nyelv: magyar

A feladat leirasa:

A feladat utanzd kirakas.
Rakd ki a kor készlet elemeibdl a képen lathatd format! Ugyanazokat az elemeket hasznald!

A feladat megoldasa, megoldasok:

Mit abrazol a kirakdsod? /Virag
Hany kort hasznaltal fel? /10 darab kor
Epits lancot 5 korbdl tgy, hogy azonos szinli és méret(i részek érjenek dssze! Rajzold le, és szinezd kil

P

El6zetes ismeret:
Nem sziikséges

Tanari ajanlas:
Munkaforma: egyéni
Cél: megfigyelGképesség, sikbeli tajékozddas, kreativitds




ERSE 2 Fokozat A / Korosztaly: 6-10
L4 . - o
Q &, | Téma /Altémak: geometria/sikidomok
>'- = . . -
ﬁg o | Készlet: hdromszog
o 2

4/ " p— &’ Tovabbi eszkozigény: ceruza

I Nyelv: magyar

A feladat leirasa:

1. Hasznald a haromszog készletet! Epits négyszoget 2, 3, 4, majd 5 elembdl! Mit tapasztalsz?
2. Rajzold le a négyszogeket!
3. Hanyad része 1 haromszog a kirakott négyszogeknek? ird a rajzok ald!

A feladat megoldasa, megoldasok:

V4

rombusz (paralelogramma)

trapéz

paralelogramma

trapéz




Tapasztalat: paros szamu elemekbdl paralelogrammat, paratlan szamu elemekbdl trapézt lehet épiteni.
Széban mindegyik tortrészt megnevezhetik:

e 2 haromszogbdl allé négyszognél: fél, vagy 1 ketted
e 3 haromszogbdl allé négyszognél: 1 harmad

e 4 haromszogbdl allé négyszognél: 1 negyed

e 5 haromszoghdl allé négyszognél: 1 6tod

El6zetes ismeret:
“Négyszog” fogalmdnak ismerete.

Tanari ajanlas:

Munkaforma: egyéni, paros

Cél: geometriai tapasztalatszerzés, 6sszefliggés-felismerd képesség

6-8 éveseknél kevesebb elemszdmmal dolgozzunk, a szabdlyt nem kell megfogalmazni, elég ha koérilirjak.
8-9 éveseknél a nagyobb elemszam hasznalata miatt kirajzolddik a szabalyszer(iség.

Erdemes a négyszogeket megnevezni: rombusz, trapéz, paralelogramma




Fokozat A / Korosztaly: 6-10

N & : o s .
NS Q 4:!(‘., Téma /Altémak: geometria
pr ‘m S | Készlet: haromszog, négyzet
e R

9'4/ e Tovabbi eszkozigény: ceruza

O
OryyHo® Nyelv: magyar

A feladat leirasa:

Hasznald a hdromszog és a négyzet készletet!
Epits olyan formakat, amelyekben el lehet bujni!
Valassz egyet a kirakott formak kozll, és rajzold le!

A feladat megoldasa, megoldasok:

Példaul:

A

ElGzetes ismeret:

Tanari ajanlas:

Munkaforma: egyéni, paros

Cél: geometriai tapasztalatszerzés, 6sszefliggés-felismerd képesség

A tevékenységgel a konvex és konkav geometriai fogalmakat alapozzuk meg. Konkav, ha el lehet a
formaban bujni, konvex, ha nem.

A feladatot kothetjiik szabalyokhoz, pl.: meghatarozhatjuk a felhaszndlhaté elemszamot
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Fokozat A / Korosztaly: 8-10
Téma /Altémak: geometria
Készlet: négyzet, haromszog
Tovabbi eszkozigény: ceruza
Nyelv: magyar

A feladat leirasa:

Valassz 6-6 elemet a haromszog és a négyzet készletbdl!

Epits sokszogeket Ugy, hogy 6 elemet hasznalj fel!

Epithetsz csak négyzetbdl, csak hdromszogbdl, és vegyesen is!

A feladat megoldasa, megoldasok:

Rakd ki a legkevesebb oldald sikidomot 6 négyzetbél! Hany oldala van? / 4 oldald.

Példaul:

Rakd ki a legtobb oldald sikidomot 6 négyzetbél! Hany oldala van? / 24 oldald

Példaul:

Rakd ki a legkevesebb oldalt sikidomot 6 haromszogbdl! Hany oldala van? / 4 oldalu

Példaul:




Rakd ki a legtdbb oldald sikidomot 6 haromszogbél! Hany oldala van? / 18 oldald
Példaul:

El6zetes ismeret:

Tanari ajanlas:

Munkaforma: egyéni, paros

Cél: geometriai tapasztalatszerzés, 6sszefliggés-felismerd képesség

A négyzeteknél tekintsiink el a négyzetek csicsanak apré beszogellésétdl.




Fokozat A / Korosztaly: 6-10
Téma /Altémak: geometria
Készlet: haromszog

Tovabbi eszkozigény: ceruza
Nyelv: magyar

A feladat leirasa:

Hasznald a hdromszog készlet elemeit! Epits egyre nagyobb haromszdgeket az elemekbél!
A

A .

i




A feladat megoldasa, megoldasok:

Jegyezd le a felhasznalt elemek szamat!
1 <4< 9 <16 < 24+1 < < <

Hanyféle haromszoget tudtal kirakni? / Négyféle méret(i haromszoget lehet kirakni. A legnagyobb
haromszog kirakasahoz 1 elem hidnyzik.

Figyeld meg a haromszogek épitéséhez hasznalt elemek szamat!

Talalsz-e szabalyszerlséget az elemek szamanak névekedésében?/ Szabalyszerlség: A gyerekek sajat
szavaikkal tobbféle észrevételt is megfogalmazhatnak.

Példaul:
e A haromszog mindig egy-egy sorral b6vil, soronként 2-vel tébb elemre van sziikség;
e A haromszdg minden oldala 1 elemmel lesz hosszabb;
e Afelsorolt szamok négyzetszamok (10-11 éves gyerekeknél)

Folytasd a szdmsort a szabaly alapjan! / 1, 4, 9, 16, 25, 36, 49, 64 ...

El6zetes ismeret:
“Négyzetszamok” fogalmanak ismerete

Tanari ajanlas:

Munkaforma: egyéni, paros

Cél: geometriai tapasztalatszerzés, osszefliggés-felismers képesség

A gyerekek épitsenek hozzd a mar elkésziilt haromszoghoz, igy elegendé egy készlet és az sszefliggéseket
is konnyebben ismerik fel.




Fokozat A / Korosztaly: 6-10
Téma /Altémak: geometria
Készlet: négyzet

Tovabbi eszkozigény: ceruza
Nyelv: magyar

A feladat leirasa:

Hasznald a négyzet készletet! Epits egyre nagyobb négyzeteket az elemekbél!

A feladat megoldasa, megoldasok:




Sorold fel a négyzetek épitéséhez hasznalt elemek szamat!
1 <4<9 <16 < 24+1< < <

Hanyféle négyzetet tudtal kirakni? / 5 féle méret(i négyzetet lehet kirakni. A legnagyobb négyzet
kirakdsahoz 1 elem hianyzik.

Figyeld meg a négyzet épitéséhez haszndlt elemek szamat!
Talalsz-e szabalyszerlséget az elemek szamanak névekedésében? / Szabalyszer(iség: A gyerekek sajat
szavaikkal tobbféle észrevételt is megfogalmazhatnak.

Példaul:
e A négyzet mindig 1 sorral és 1 oszloppal bévil
e A négyzet minden oldala 1 elemmel lesz hosszabb;
e Afelsorolt szamok négyzetszamok (10-11 éves gyerekeknél)

Folytasd a szamsort a szabaly alapjan! / 1, 4, 9, 16, 25, 36, 49, 64 ...

El6zetes ismeret:
“Négyzetszamok” fogalmanak ismerete

Tanari ajanlas:

Munkaforma: egyéni, paros

Cél: geometriai tapasztalatszerzés, 6sszefliggés-felismerd képesség

A gyerekek épitsenek hozzd a mar elkésziilt négyzet alakzathoz, igy elegendd egy készlet és az
Osszefliggéseket is konnyebben ismerik fel.




Fokozat A / Korosztaly: 6-10

Ny 4 . . .
NS Q 4:!(‘., Téma /Altémak: geometria
o ‘m S | Készlet: haromszog 3 csomag
e 2

Tovabbi eszkozigény: ceruza

o% | [——
Nyelv: magyar

o1 vo“&'

A feladat leirasa és megoldasa:

Rakd ki az dbran lathatd mintat! A fehér részeket hagyd liresen!

Hany haromszogbdl all? / 6 db haromszoghbdl
Rakj ki ala egy ujabb sort!
Hany sort lehet kirakni egy készletbdl? / 6 sort, 142+3+4+5+6=21 hiaromsziget

Az els6 rajzot az dbran lathaté mdédon haromszor egymas mellé helyeztiik.




Hany haromszogbdl all a minta? / 18 db haromsz6gbdl

Folytasd hasonldan a kirakast, rakd Ujra a mintat haromszor egymas mellé!

Hany doboz haromszogre van sziikséged? / 3x18=54 haromszogre, egy dobozban 24 haromszog van, ezért
3 doboz sziikséges.

Rakd ki a kiskutyat!

Hany haromszoget hasznaltal fel? / 5 db haromszog
Talalj ki és rakj ki mas érdekes (esetleg allat) figurakat, majd szamold meg, hogy hany haromszogbdl allnak!

ElGzetes ismeret:
Szorzétabla ismerete elény, de nem sziikséges.

Tanari ajanlas:




\ERSE o Fokozat A / Korosztaly: 6-8
Téma /Altémak:

Készlet: hdromszog, kor, négyzet

Tovabbi eszkozigény: ceruza

Nyelv: magyar

\
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- Erasmus+ %
11v3“°

70012°

A feladat leirasa:

Szinezd ki a hdromszog, a kor és a négyzet tiikorképét!

A feladat megoldasa, megoldasok:

V.
A

Mi valtozott? / Az egyes részek irdnya (jobb, bal).
Mi nem véltozott? / A szin, a méret, a forma és a tikortél valé tavolsag.

El6zetes ismeret:
Tapasztalatszerzés valdodi tukorrel

Tanari ajanlas:
Elég, ha a gyerekek a tiikrozés 1-1 tulajdonsagat gy(ijtik 6ssze.




Fokozat A / Korosztaly: 6-8
R 74
N Q 2, Téma /Altémak: geometria
~ ‘i S | Készlet: négyzet, hdromszég
o
9'4/ e R | Tovabbi eszkozigény: ceruza
01190 Nyelv: magyar

A feladat leirasa:

Hasznald a (négyzet, haromszog) készlet elemeit! Epits sikidomokat 2-5 elem felhasznalasaval!
Valassz 4 sikidomot a kirakasaid koziil, és rajzold le! ird a rajzok ald, hany oldala és cstcsa van a formaknak!

A feladat megoldasa, megoldasok:

N >

Oldalak szama: 4 Oldalak szama: 6
Csucsok szama: 4 Csucsok szama: 6
Oldalak szama: 6 Oldalak szama: 7
Csucsok szama: 6 Csucsok szama: 7

El6zetes ismeret:
Oldal és csucs fogalmdanak ismerete.

Tanari ajanlas:

Munkaforma: egyéni, paros

Cél: geometriai tapasztalatszerzés, osszefliggés-felismers képesség
A feladat alkalmas az oldal és csucs fogalmdnak bevezetésére.




N \ERSE 2 Fokozat A / Korosztaly: 6-10
$ &, | Téma /Altémak: geometria, teriiletmérés
3 ﬁm § Készlet: haromszog, kor, négyzet
-E,as.,...s+ ’b Tovabbi eszkozigény: ceruza
l-l v Nyelv: magyar

A feladat leirasa:

Fedd le az (il6parnat hézagmentesen elészor négyzetekkel, azutan haromszogekkel, majd korokkel.
Becsiild meg, hogy melyik elembél hanyat kell majd felhaszndlnod!
Ha lefedted a parnat, szamold meg hany elemet hasznaltal fel. Becslésed és mérésed ird le!

A feladat megoldasa, megoldasok:

A gyerekek Ul6parnakat fednek le négyzetekkel, haromszogekkel, majd kérokkel. Feladatuk a felhasznalt
elemek szamanak becslése, szamlalasa, és az eredmények lejegyzése.
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A becslés és mérés eredménye a lefedett targy méretétdl flgg.

A mérések 0sszehasonlitasakor a gyerekek észreveszik, hogy pontosabban fedhetik le a teriiletet, ha
nincsenek hézagok, valamint ugyanakkora terilet lefedésére kisebb elemekbdl tobb, nagyobb elemekbél
kevesebb kell.

ElGzetes ismeret:

Tanari ajanlas:

Munkaforma: egyéni, paros, csoportos

Cél: geometriai tapasztalatszerzés/ szogek és lapok illeszthet6ségének megtapasztalasa, mérési
tapasztalatok, 6sszehasonlitdsok

Barmilyen sik targyat lefedhetnek a gyerekek. Célszer( olyat valasztani, amihez elegendé a 24 darabos
készlet. Osztalymunkdaban, tobb készlet felhasznalasaval nagyobb dolgok is lefedheték. A gyerekek
tapasztalatot szereznek a sik hézagmentes kitéltésében, teriilet nagysaganak becslésében, mérésében.




Fokozat A / Korosztaly: 6-10
SNt . - »
§ Q d(‘., Téma /Altémak: geometria, mérés
f‘o_. ‘m S | Készlet: négyzet
o;,/ e ,;9 Tovabbi eszkozigény: ceruza
01190 Nyelv: magyar

A feladat leirasa:

Valaszd ki ezt a négyzetet!

Hany kék négyzetbdl rakhatd ki a teljes négyzet, ha eltekintlink a hidanyzo kis négyzettél?
Hany z6ld négyzetbdl rakhato ki a teljes négyzet, ha eltekintlink a hianyzo kis négyzettél?
Hany sarga négyzetbdl rakhato ki a teljes négyzet, ha eltekintiink a hianyzé kis négyzett6l?

Hany darab kellene a hianyzo kis négyzetbdl, hogy kirakjuk a teljes négyzetet?

Hany négyzetet kell egymas mellé tenni, hogy 1 dm-nél hosszabb szakaszt kapj az egymas mellé

helyezett négyzetek oldalainak 6sszegébdl?

Hany cm az igy kapott szakasz?

Hany négyzetet kell egymas mellé tenni, hogy 1 m-nél hosszabb szakaszt kapjal az egymas mellé

helyezett négyzetek oldalainak 6sszegébdl?

Hany cm az igy kapott szakasz?

Hany derékszoget szamlalsz, ha a kis hianyzd négyzetet most figyelembe vessziik?

A feladat megoldasa, megoldasok:

Hany kék négyzetbdl rakhato ki a teljes négyzet, ha eltekintiink a hidnyzo kis négyzett6l? / 4 db

Hany z6ld négyzetbdl rakhato ki a teljes négyzet, ha eltekinttink a hianyzo kis négyzett61?/ 4x4=16 db
Hany sarga négyzetbdl rakhatd ki a teljes négyzet, ha eltekintliink a hidanyzd kis négyzettsl?/ 8x8=64 db

Hany darab kellene a hianyzé kis négyzetbdl, hogy kirakjuk a teljes négyzetet? / 16x16=256 db




Hany négyzetet kell egymds mellé tenni, hogy 1 dm-nél hosszabb szakaszt kapj az egymas mellé
helyezett négyzetek oldalainak 6sszegébdl? / 2 darabot

Hany cm az igy kapott szakasz? / 2x9 cm =18 cm

Hany négyzetet kell egymds mellé tenni, hogy 1 m-nél hosszabb szakaszt kapjal az egymas mellé
helyezett négyzetek oldalainak 6sszegébdl? / 12 négyzetre van sziikség, mivel 12x9 cm =108 cm
Hany cm az igy kapott szakasz? / 108 cm

Hany derékszoget szamlalsz, ha a kis hidnyzo négyzetet most figyelembe vesszik? / 20 derékszog

El6zetes ismeret:
Kerilet szamitdsdban és a hosszUsag mértékegységeinek atvaltasaban szerzett tapasztalat.

Tanari ajanlas:
Mivel a gyerekek még nem tanulnak tizedes torteket, az oldalak hosszisaganak kikévetkeztetésénél 1-2
mm-es eltérésektdl eltekinthetiink.




Fokozat A / Korosztaly: 6-10

Téma /Altémak: geometria
Készlet: négyzet

Tovabbi eszkozigény: papir, ceruza

Nyelv: magyar

A feladat leirasa:

A négyzet egy telket modellez.

A sarga részre haz épiil, a piros konyhakert lesz, a kékre szerszamos bédé épiil, a zéldet bevetik flvel.

A feladat megoldasa, megoldasok:

Mekkora a teriilete egy-egy résznek, ha a telek egy oldaldnak hosszisaga 8 cm?

A telek négyzet alaku, tehat teriilete 8x8 cm, azaz 64 cm?

Héz: a haz oldaldnak hosszisaga 4 cm, tehat a teriilete 4x4, azaz 16 cm?

Konyhakert: a konyhakert oldaldnak hosszisaga 2 cm, tehat a teriilete 2x2, azaz 4 cm?
Szerszamos bddé: a bddé oldalanak hosszisaga 1 cm, tehat a teriilete 1x1, azaz 1 cm?
FG: a fi a be nem épitett rész, azaz 64-16-4-1=43 cm? vagy 64-(16+4+1)=43 cm?

A négyzet készlet minden eleme egy telket modellez, hasonldan a fenti elemhez. Mekkordk lesznek az
egyes részek teriiletei 6sszesen, ha a teljes készletet figyelembe vesszik?

A készlet 24 elembdl all, tehat a korabban kiszamolt értékeket szorozzuk 24-gyel.
Hézak teriilete 6sszesen: 16x24=384 cm®

Konyhakertek teriilete 6sszesen: 4x24=96 cm?

Szerszamos bodék teriilete dsszesen: 1x24=24 cm?

Flives teriiletek 6sszesen: 43x24=1032 cm”

El6zetes ismeret:

Terlletszamitas ismerete. A 9-10 éves korosztaly a Iéptékvaltasos szimmetria miatt — az alapformak
oldalhosszUlsagat felezve az alapformakon beliil egyre kisebb, mas szinl format kapunk — mar nem csak
tapasztalati iton, hanem kovetkeztetésekkel is kiszamithatjak az egyes elemek teriileteit.

Tanari ajanlas:
Munkaforma: egyéni, paros
Cél: geometriai tapasztalatszerzés, teriiletszamitds, 6sszefliggés-felismerd képesség




Fokozat A / Korosztaly: 6-10

Téma /Altémak: geometria, mérés
Készlet: négyzet

Tovabbi eszkozigény: ceruza, vonalzd

Nyelv: magyar

A feladat leirasa:
Valaszd ki ezt a négyzetet!

A feladat megoldasa, megoldasok:

Mérd meg egy oldaldt! A hianyzd kis négyzettdl tekintslink el. Mérésed eredményét jegyezd le!
A mérés eredményei: 9 cm; 90 mm

Hany oldalat kell megmérni, hogy ki tudjuk szdmolni a keriiletét? / 1 oldalat

Hany centiméter a kerllete, ha a kis hidnyzd négyzettdl eltekintiink? / 4x9=36 cm

Hany milliméter? / 4x90=360 mm

Mérjiik meg a kis négyzetek (kék, zold, sarga) oldalat is, és szamoljuk ki a keriletlket!

Kék négyzet keriilete: 4x4 és fél cm = 18 cm = 180 mm

Z6ld négyzet kerilete: 4x2 cm és 2 és fél mm =9 cm

Sarga négyzet keriilete: 4x1cmés 1 mm=4cm 4 mm

Héany oldala van a piros tartomanynak, ha eltekintiink a kis hidnyzé négyzettél? / 10 oldala van
Szeretnénk kiszamolni a kerlletét! Kell tovabbi méréseket végezniink? / Nem, mivel a szines négyzetek
oldalhosszusagabdl ki lehet kovetkezetni.

Piros tartomany keriilete:

A kék négyzet mentén: 2x4 és félcm =9 cm /90 mm

A z6ld négyzet mentén: 2x2 cm és 2 és fél mm /4 cm és 5 mm / 45 mm

A sarga négyzet mentén: 2x1cmés1lmm/2cmés2 mm/22 mm

A kék és a z6ld négyzet kozott: 2 cm és 2 és fél mm / 22 és fél mm

A z06ld négyzet mellett: 9 cm — 2 cm és 2 és fél mm = 67 és fél mm

A sarga négyzet mellett: 9cm—-1cmés1lmm=7cmés 9 mm /79 mm

A sarga és a kék négyzet k6zott: 9cm—1cmés1imm—4cmés5 mm=3cmés4 mm /34 mm
A tiz oldal hosszanak 6sszege: 360 mm / 36 cm

El6zetes ismeret:
Kerilet szamitdsdban, és a hosszusag mértékegységeinek atvaltasaban szerzett tapasztalat.

Tanari ajanlas:

Mivel a gyerekek még nem tanulnak tizedes torteket, az 1-2 mme-es eltérésektél eltekinthetlink az oldalak
hosszusaganak kikovetkeztetésénél. A feladat ugy is kitlizhetd, hogy nem tekintiink el a kis hianyzd
négyzettdl.




Fokozat A / Korosztaly: 6-10

Téma /Altémak: geometria, keriletszamitas
Készlet: haromszog

Tovabbi eszkozigény: ceruza, vonalzo

% BBl erasmus+

o1 V'.)“ Nyelv: magyar

A feladat leirasa:

Valaszd ki ezt a haromszoget!

A feladat megoldasa, megoldasok:

Mérd meg egy oldalat! Mérésed eredményét jegyezd le! /9 cm; 90 mm

Hany oldalat kell megmérni, hogy ki tudjuk szdmolni a keriiletét? / 1 oldalat

Mekkora a haromszog keriilete? /9 cm x 3 =27 cm; 270 mm

Mérd meg a kis haromszogek (kék, zold, sarga) oldalat is, és szamold ki a keriletiket!

Kék haromszog keriilete: 4 és fél cm x 3 = 13 és fél cm; 135 mm

Z6ld haromszog kerilete: 2 cm x 3 =6 cm; 60 mm

Sarga haromszog keriilete: 1 cm x 3 =3 cm; 30 mm

Hany oldala van a piros tartomanynak? / 6 oldala

Szeretnénk kiszamolni a kerlletét! Kell-e tovabbi méréseket végezniink? / Nem, mivel kikbvetkeztethetjik

a hdromszogek oldalhosszusagabdl.

Piros tartomany keriilete:
kék oldal + z6ld oldal + sarga oldal + (nagy haromszog - z6ld- sarga) + (nagy haromszog - zold - kék) + (nagy

haromszog — kék — sarga) = 4 és fél +2+1+(9-2-1)+(9-2-4 és fél) + (9-4 és fél—1) = 19 és fél cm

El6zetes ismeret:
Kerilet szamitds ismerete, a hosszlsag mértékegységeinek atvaltasaban szerzett tapasztalat.

Tanari ajanlas:
Mivel a gyerekek még nem tanulnak tizedes torteket, az oldalak hosszisaganak kikovetkeztetésénél 1-2
mm-es eltérésektdl eltekinthetiink.
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Fokozat A / Korosztaly: 6-10
Téma /Altémak: geometria

Készlet: négyzet

Tovabbi eszkozigény: papir, ceruza

Nyelv: magyar

A feladat leirasa:

Legyen az alapelem négyzet oldaldanak hossza 8 egység!

Szamold ki az egyes szinek hosszat az alapelem mindegyik oldalan.
Ne feledd: a z6ld négyzet oldala fele; a kék negyede; a sarga nyolcada, az alapelem oldal hosszanak.

8 egység

A

A oldal

v

B oldal D oldal

y

A

y

Coldal
A feladat megoldasa, megoldasok:
Piros Zold Kék Sarga

A oldal 7 1
B oldal 3 4 1
Coldal 2 4
D oldal 6

El6zetes ismeret:

Tanari ajanlas:
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Fokozat A / Korosztaly: 6-10
Téma /Altémak: mérés, hossz
Készlet: haromszog

Tovabbi eszkozigény: papir, ceruza
Nyelv: magyar

A feladat leirasa:

Legyen az alapelem haromszog oldaldnak hossza 8 egység!
Szamold ki, az egyes szinek hosszat az alapelem mindegyik oldalan.

Ne feledd: a z6ld haromszog oldala fele; a piros negyede; a sarga nyolcada az alapelem oldalhosszanak.

C oldal

B oldal

A oldal
1 3 4 5 6 7 8
8 egység
A feladat megoldasa, megoldasok:
Piros Zold Kék Sarga
A oldal 2 4 2
B oldal 2 5
Coldal 4 3

ElGzetes ismeret:

Tanari ajanlas:




Fokozat B / Korosztaly: 10-14

Téma /Altémak: geometria, haromszog, kerllet
Készlet: haromszog

Tovabbi eszkozigény: papir, ceruza, vonalzé, korzé

Nyelv: magyar

A feladat leirasa:

Vezesslik be az elemek elnevezésére a kovetkezd kddot: egy elemet a P, K, Z, S bet(ik egy sorrendje jelol
(a szinek kezdGbetdje), a megfeleld szinli mezdk teriiletének csokkend sorrendjében. A PKZS tehat az az
elem, melynek alapszine piros, és a sarok mez6k legnagyobbika kék, a kozépsé zold, a legkisebb pedig
sarga. Szerkeszd meg a flizetedbe (feladatlapra) a haromszoges készlet tetszGleges alapelemét vonalzé és
korzé segitségével!

Mi az elemiink neve a kddolasunk alapjan? Szamitsd ki valamennyi haromszog és a k6zépsé mezd
keriiletét!

A feladat megoldasa, megoldasok:

|AB| = & em
[aC| = &am
—_ Ipe| =& am

k (Aoc)= 3.8=2rem
leeq| = 1eCal= 16,017 Hem
k (e Cial= D= 12em

| Adgl=|A1A L = lALAlS Lam

K (AAAe) = D =Gem
12,8 =[2a] =|B2= e
&(51%;&): 3=

=dam

Kéd: ZPKS

A kozépsbé mezé keriilete:

1) (arutin) megoldas: lemérjiik az oldalakat, és 6sszeadjuk: 1+5+2+2+4+3=17

2) (fifikdsabb): A hatszégnek a kis haromszogekkel kdzés oldalait kihajtogathatjuk az alapharomszég
oldalaira, igy kapunk egy teljes oldalt (8), egy masikbdl 1 cm hidnyzik (7), és marad a hatszog oldala
(8-2-4=2) 8+7+2=17.

ElGzetes ismeret:
Kerilet fogalma

Tanari ajanlas:

Gyakorolja a korzével, vonalzéval valé munkat, a kddolast és a keriilet kiszdmolasat.

A kozépsé mezd keriiletének kiszamitasa differenciadlé feladat. J6, ha tobbféle megolddst megvitatnak a
gyerekek, igy a szebb 6tletek elnyerhetik a tobbi gyerek elismerését.




Fokozat B / Korosztaly: 11-12

N 4 , - .
NS Q 4:!(‘., Téma /Altémak: geometria
~ ‘m S | Készlet: haromszég egy csomag
o o . e .
~N Tovabbi eszkozigény: papir, ceruza

o% BBl erasmus+

>
OryyHo® Nyelv: magyar

A feladat leirasa:

a) Feldarabolhaté-e egybevagd szabalyos haromszogekre a kozépsé hatszog?
b) Haigen, mennyi ezeknek a haromszégeknek a minimalis szama; ha nem, miért nem?

A feladat megoldasa, megoldasok:

a) lIgen. Pl. az dbran lathat6 pontracs mentén.

b) Akkor kapjuk a legkevesebb haromszoget, ha ezek a lehetd legnagyobbak. A fenti pontracsnak
megfelel6 darabolds adja a legnagyobb erre alkalmas szabdlyos haromszogeket, mivel a legkisebb
mez6 oldalanal nagyobbak nem johetnek szamitasba. (43 db)

ElGzetes ismeret:

Tanari ajanlas:
Fontos, hogy a b) kérdést ilyen nyitott formaban fogalmazzuk meg, ne adjuk meg vele a vélaszt

az a) kérdésre.




Q QERSE y Fokozat B / Korosztaly: 10-14
» d(‘., Téma /Altémak: geometria, kerulet
> ‘E S | Készlet: négyzet
o 2 b e .
4/ I — % Tovabbi eszkozigény: papir, ceruza
01190 Nyelv: magyar

A feladat leirasa:

A csoportunk minden tagja helyezzen az asztalra 4 elemet teljes illesztéssel ugy, hogy az Uj “Orias”
négyzetben mindenkinél mas méretd, azonos szinli négyzet jelenjen meg kdzépen.
Milyen szabalyszer(séget fedeztetek fel a kozépsé négyzetek keriiletei kozott?

A feladat megoldasa, megoldasok:

A fotdn is lathato, hogy a negyedik négyzet a lyukas, tehat csak 3 rakhatd ki. Ha a sarga négyzet oldala
kétszeresére n6, akkor a nagyobb sarga négyzet keriilete is dupldja lesz az eredeti keriletnek.

ElGzetes ismeret:
A keriilet fogalma

Tanari ajanlas:
Jél alkalmazhaté kooperativ csoportmunkara.




Fokozat B / Korosztaly: 10-14

N 4 , . o
$ Q 4:!(‘., Téma /Altémak: geometria, négyzet
~ ‘m S | Készlet: négyzet
=4 Q " e , .
,;\ Tovabbi eszkozigény: papir, ceruza, vonalzé

o% BBl erasmus+

OryyHo® Nyelv: magyar

A feladat leirasa:

Igaz-e, hogy a négyzetes alapforma 3 belsd kis négyzetének a csucsai egy egyenesre esnek?

L

A feladat megoldasa, megoldasok:

Mindharom pont rajta van a négyzet alapelem atlojan, igy egy egyenesre esnek.

ElGzetes ismeret:

Tanari ajanlas:
A feladat megoldasat kovet6en meg lehet kérdezni a tanuldktdl, hogy ha masként rendezziik a kiilonb6z6
méret(i kisebb négyzeteket a csucsokban, akkor milyen eredményt kapunk.




Fokozat B / Korosztaly: 10-14

Téma /Altémak: geometria, kerulet

Készlet: négyzet

Tovabbi eszkozigény: papir, ceruza, vonalzé, korzé
Nyelv: magyar

A feladat leirasa:

Vezesslik be az elemek elnevezésére a kovetkezd kddot: egy elemet a P, K, Z, S bet(ik egy sorrendje jelol
(a szinek kezdGbetdje), a megfeleld szinli mezdk teriiletének csokkend sorrendjében. A PKZS tehat az az
elem, melynek alapszine piros, és a sarok mez6k legnagyobbika kék, a kozépsé zold, a legkisebb pedig
sarga. Szerkeszd meg a flizetedbe (feladatlapra) a négyzetes készlet tetsz6leges tagjat vonalzd és korzé
segitségével!

Mi az elemed neve a kédolasunk alapjan? Szamitsd ki valamennyi négyzet, és a kozéps6é mez6 keriiletét!

A feladat megoldasa, megoldasok:

Hel:leek=pl={oH =4

D b GO hlede)=ha-Bn/
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2 N Je(hhtate) = bl <8em/

| -l e ey

e |
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Kod: KSPZ

A kozépsé mez6 keriilete megegyezik a teljes négyzet keriiletével, mivel minden kivagott sarokban egy kis

//////

nem valtozik.

El6zetes ismeret:
Kerilet fogalma, parhuzamosok, merélegesek szerkesztése

Tanari ajanlas:

Nagyon jé gyakorlat a parhuzamosok és merdlegesek szerkesztésére. Hozza lehet csatolni az elem nevének
kddolasat és a kerliletek kiszamitasat, hiszen vonalzdval is dolgoznak.

A kddolast felvethetjlk nyitott feladatként is: csoportban, vagy parban taldljanak ki egyszer(i kddolast, majd
az osztaly valasszon egyet, és ezt hasznaljak a tovabbiakban.
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Fokozat B / Korosztaly: 10-14

Téma /Altémak: geometria, parhuzamosok, merglegesek

szerkesztése, kerulet
Készlet: négyzet

Tovabbi eszkozigény: papir, ceruza, vonalzé, korzé

Nyelv: magyar

A feladat leirasa:

keruletét!

Helyezz egymds mellé két négyzetes alapelemet teljes illesztéssel ugy, hogy kdzépen két azonos szind
téglalapot kapj! Szerkeszd meg az alakzat dbrdjat méretardnyosan! Szamold ki valamennyi téglalap

A feladat megoldasa, megoldasok:

Ha a négyzetes elem oldala 8 cm, akkor alaptéglalap: 2x16 + 2x8 =48 cm
Nagy sdrga: 2x8 + 2x4 = 24 cm; Kicsi piros: 2x4 + 2x2 =12 cm

. Xo g 43 "
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ke, (Xa¥ala¥s =)= 2.2+ 2.4 =
= h+t&8=12cm

ElGzetes ismeret:
A téglalap és kerlilete, parhuzamosok, merélegesek szerkesztése.

Tanari ajanlas:

J6l begyakorolhaté a mer6legesek és parhuzamosok szerkesztése és a téglalap kertlete.




Fokozat B / Korosztaly: 11-12
SNt i - . .
§ Q &, | Téma JAltémak: geometria, sz6gszamitas
%ﬁm S | Készlet: haromszog
9'4/ I — ,;9 Tovabbi eszkozigény:
OryyHo® Nyelv: magyar

A feladat leirasa:

A 6 db sarga alapszinl hdromszoget Osszeillesztjik szabdlyos hatszoggé Ugy, hogy az illesztések mindenditt
azonos méretlek. Mekkora a kdzépen keletkezett sarga sokszog szogeinek 0sszege?

A feladat megoldasa, megoldasok:

4320° (mind a 6 db hatszog minden szdge részt vesz a sarga sokszog szogeinek megalkotasaban, mas
viszont nem. Tehat a hatszogek bels6 szogeinek dsszege a valasz: 6x6x120=4320)

Példa egy ilyen kirakasra:

o

ElGzetes ismeret:
Mellékszog, kiegészit6 szog

Tanari ajanlas:

A feladat kapcsan lehetGség nyilik a kbvetkezd kérdésekrél beszélni: konvex, konkav sokszogek. Hany oldalu
a sarga soksz6g? Ha nem lenne minden szég 120° -os, mas lenne-e egy ugyanennyi oldalu sokszog
szogeinek 6sszege?




Fokozat B / Korosztaly: 10-14
SNt i "y
§ Q 2 Téma /Altémak: geometria, négyszbgek
~ ‘m S | Készlet: haromszog
o o s . .
o;,/ e ,;\ Tovabbi eszkozigény: papir, ceruza
OryyHo® Nyelv: magyar

A feladat leirasa:

Epits kiilonb6z6 méretii hurtrapézt! Egy készletbsl mennyi elemet hasznaltal fel a legkisebb és a
legnagyobb teriletl hdrtrapézhoz? Rajzold le a haromszdgracsbal

\VAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAN

A feladat megoldasa, megoldasok:

A\

Ay,
SRR\

A fehér vonalak mentén lathatjuk a legnagyobb hurtrapéz dltal tartalmazott 6sszes megoldast:
1soros: 3,5, 7,9; 2soros: 8,12,16; 3 soros: 15, 21; 4 soros: 24.

Tanari ajanlas:
A tanuldk a kilonb6z6 méretli hartrapézokat berajzoljdk a haromszogracsba, hogy az informaciok
megmaradjanak, ill. alkalmazhatdk legyenek mas feladatoknal is.




Fokozat B / Korosztaly: 10-14

Téma /Altémak: geometria, négyszbgek
Készlet: hdromszog

Tovabbi eszkozigény: papir, ceruza
Nyelv: magyar

A feladat leirasa:

Epits kiillonb6z6 méretii rombuszokat! Egy készletbsl mennyi elemet hasznaltal fel a legkisebb és a
legnagyobb rombuszhoz? Rajzold le a haromszdgracsba!

UNONONINININININININININININININNIN/N/N

A feladat megoldasa, megoldasok:

v

A A

A legkisebbhez 2 elem kell, majd 8 és a legnagyobbhoz 18 elem.

Tanari ajanlas:
Valamennyi kirakott rombuszt a haromszogracsba berajzolhatjak, igy kés6bb visszatérhetnek a
megoldasokhoz, felhaszndlhatjak mas feladathoz.




Fokozat B / Korosztaly: 10-14

Témak: geometria, szabalyos haromszog, szerkesztés

Készlet: kor

Tovabbi eszkozigény: papir, ceruza, kérzG, vonalzd, szogméré

Nyelv: magyar

A feladat leirasa:

Hogy tudnad megszerkeszteni egy Poliuniverzum kor kozéppontjat? Segit az alabbi leirds és az abra:

A kor széleire egymassal 120°-os szoget bezaro irdnyokban illesztett harom félkor kozil a legnagyobb
sugara a kor sugaranak fele, a kozepes negyede, a legkisebb nyolcada. A félkorok atmérsi az eredeti korbdl
levagnak egy-egy alakzatot, ezért ez az alapforma nem pontosan kor.

A feladat megoldasa, megoldasok:

1. megoldas: A legnagyobb hur pontosan akkora, mint az alapkor sugara, ezért a legnagyobb hur és a
végpontjaiba rajzolt sugarak szabdlyos (egyenld oldalti) haromszoget alkotnak. A szerkesztés a
kovetkezGképpen végezhetd: A legnagyobb hir végpontjaiba beleszirom a kérzémet és kinyitom akkorara,
mint a legnagyobb hdr. Ezutan koérivezek mind a két végpontbdl, a két koriv metszéspontja lesz a kor
kozéppontja.




Roviden: szerkesztek a leghosszabb hurra befelé egy szabalyos hdromszoget. Ennek a megszerkesztett Uj
csutcsa a koérelem koézéppontja.

Mekkora szoget zar be ez a két sugar? Mérjik meg! Milyen pontosan szerkesztettél?
https://www.geogebra.org/m/ab3swk5j

2. megoldas: A kor kozéppontjan a hurok felez6merGlegesei athaladnak, mivel végpontjaik egyenlé tavol
vannak a kor kdzéppontjatol. Ezért barmely két hur felez6merdlegesének metszéspontja a korelem
kozéppontja.

Szerkesztés ez alapjan: valasszuk ki a két hosszabb hurt. Szerkessziik meg a felez6merélegesiiket. A
metszéspont a keresett kozéppont.

https://www.geogebra.org/m/exsqsgk5

ElGzetes ismeret:
Szabalyos haromszog szerkesztése.
A szakaszfelez6 meréleges mértani hely tulajdonsaganak ismerete, szerkesztése.

Tanari ajanlas:
Ha lehetdség van rd érdemes a szerkesztéseket kdrzével, vonalzdval és GeoGebraban is elvégezni.




Fokozat B / Korosztaly: 10-14

$ 14,% Téma /Altémak: geometria, mérés

f':. -‘é Készlet: hdromszog, négyzet

%4/ e %'9 Tovabbi eszkozigény: papir
OryyHo® Nyelv: magyar

A feladat leirasa:

Osszetett alakzatok: Rakd ki a kdvetkez8 alakzatokat a Poliuniverzumbdl. Bontsd fel az alakzatokat
geometriabdl tanult sokszogekre! Mérd le a sziikséges adatokat és szamold ki az 6sszetett alakzat teriletét!




A feladat megoldasa, megoldasok:

1. Két egybevagd paralelogramma. Az 6sszetett alakzat terilete:
2x8,9 cm x7,6 cm x2 = 270,56 cm’ (270 cm?)
2. Téglalap és haromszog. Az 6sszetett alakzat terilete:
35,6 cm x 8,9 cm + (35,6 cm x 30,4 cm):2 = 857,96 cm’ (860 cm?)
3. Téglalap és trapéz. Az 6sszetett alakzat terilete:

35,6 cm x 8,9cm + (35,6cm+26,7 cm): 2 x 7,6cm = 553,58 cm? (550 cm?)

ElGzetes ismeret:
A haromszog, téglalap, paralelogramma, trapéz terilete.

Tandri ajanlas:
A megoldas egy lehetséges felbontdst ad meg. Természetesen minden mas helyes megoldast is el kell
fogadnunk. Osztdndzziik a tanuldkat minél tobbféle felbontds megadasara.




Fokozat BC / Korosztaly: 12-18

I
$ Q 4:!(‘., Téma / Altémak: geometria
%ﬁm S | Készlet: haromszog
R Tovabbi eszkozigény:

o% BBl erasmus+

O
OryyHo® Nyelv: magyar

A feladat leirasa:

Rakd le a teljes hdromszogkészletet Ugy, hogy minden csatlakozdsnal azonos méretd és azonos szind
illesztéseket hasznalj, és a teljes készlet egy

a) szabdlyos hatszoget;

b) rombuszt;

c) paralelogrammat;

d) hartrapézt alkosson.”

Figyelj arra, hogy a sokszégek belseje is ki legyen toltve.

A feladat megoldasa, megoldasok:

a); c) A sokféle lehetséges megoldasbdl egyet-egyet mutatunk. Cél, hogy a gyerekek felismerjék és

haszndljak a tanult specialis négyszdgek tulajdonsagait.

A

b) Rombuszt a teljes készletbSl semmilyen illesztéssel nem lehet kirakni, a 24 elem ezt nem teszi lehetévé.
Ha a rombusz oldala n db haromszogbdl all, akkor t-vel jeldlve a sziikséges darabszdmokat a kévetkezd

lehet&ségek adddnak:




d) Hurtrapézt sem lehet kirakni, ennek bizonyitdsa azonban kicsit nehezebb. Kb. 12 éves kortol
tehetséggondozo foglalkozdsokon, illetve 14 éves kortdl érdemes felvetni.

A bizonyitashoz el6szo6r azt kell Iatnunk, hogy csak két kiilonb6z6 hurtrapéz rakhatd ki 24 haromszogbél, ha
az illesztéseket nem vesszik figyelembe, 2 soros, és 4 soros.

A tovabbi gondolatmenetet csak az egyik dbran kovetjiuk, a masikon ugyanigy megy.

4 1
2 5 2 3
4 1 AYA L
A\ 4
h A
3
3 f R
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1 1 4 /
: 2 \/ 5 2

Szamozzuk meg a szineket! Az dbran kékkel jel6lt haromszog (ez szabadon valasztott) mez6it beszamozva
(a lehetséges szinezésnek megfeleléen) az 6sszes tobbi mez6t mar kényszer alatt — csakis egyféleképp
szdmozhatjuk, hiszen minden elemen mind a 4 szin szerepel, és minden elembdl pontosan 1 db van.

Mivel minden azonos méretl(i és szin(i mez6bdl ugyanannyi (6 db) van a készletben, elegendé ezt
ellendrizniink. (S némi rakosgatds utan mar sejtjik, hogy melyiket érdemes szamolni)

A pirossal jelolt, a hurtrapéz egyik csucsaba keriilt mez8bdl (itt nagy 2-es szamu) haromszogbdl bizony 7 db
van az dbran. (Korivvel jel6lve az egyszer(ibb grafika kedvéért.) A készlet azonban csak 6 ilyet tartalmaz.

(a tobbi csuccsal is baj van, de ennyi épp elég a bizonyitashoz)

2. megoldas: Az el6bbi gondolatmenettel szinezve azt tapasztaljuk, hogy a két sargara szinezett elem
azonos. Mivel kényszer alatt raktuk le az elemeket, és készletlinkben nincs két azonos elem, igy a lerakas
nem fejezhetd be.

El6zetes ismeret:
Specidlis négyszogek, és tulajdonsagaik. Szabalyos hatszog és tulajdonsagai.




\“ERSE o Fokozat B / Korosztaly: 10-18
§ 2, Téma /Altémak: parkettazas, konstrukcid
> ‘M S | Készlet: négyzet
o o (L e .
o;,/ B .~ | Tovabbi eszkézigény: papir, ceruza
OryyHo® Nyelv: magyar

A feladat leirasa:

LefedhetG-e a sik hézagmentesen végtelen sok kivagott sarku négyzettel?
Mekkora négyzetet kell kivagni a Poliuniverzum négyzet sarkaibdl, hogy parkettazhaté legyen velik a sik?

A feladat megoldasa, megoldasok:

A lefedés megoldhaté, méghozza nemcsak a Poliuniverzum elemekkel, hanem barmekkora kivagas mellett.
Bizonyos esetekben tobbféle megoldas is lehetséges. A Poliuniverzum négyzet kiilonb6z6 kivagdasaira
mutatunk néhany példat:

Tanari ajanlas:

Keressiink minél toébb kilonboz6 parkettdzast, siklefedést utcan, lakdsban. Fényképezziik le és beszéljiink az
egyes lefedések szimmetridirdl. Ez a feladat interdiszciplinaris kitekintésre is lehetdséget nydjt a mivészet
felé. Els6 kozelitésben egy nagyon egyszer(i Poliuniverzum ihlette siklefedéses feladat, de ennek okan
megmutathatjuk M. C. Escher holland festém(ivész minden szimmetriacsoportot felvonultaté tesszellacioit,
amelyek azért kiilonosen érdekesek, mert Escher ,parkettdi” él6 figurdk, fantasztikus Iények.




Fokozat BC / Korosztaly: 10-18

§\’ 4'% Témak: geometria, szogek, haromszog, négyszog, sokszog
:.: :crs szogeinek 6sszege
o 2 Készlet: haromszog, négyzet, egy csomag

- Erasmus+

I lV'.)“Q Tovabbi eszkozigény: papir, ceruza

Nyelv: magyar

A feladat leirasa:

Haromszog és négyszog alakzatokat hasznalunk, az 6sszerakas szineivel most nem torédiink, csak a
formakkal. A négyszog alakzatnal a kis kivagott résztél a mai alkalommal el kellene tekinteni.

o Mekkordk a Poliuniverzum haromszog szogei?

® Aszogeinek 0sszege?

e Milyen haromszog ez?

e Mit mondhatunk az oldalairdl?

e Kitudunk-e rakni a haromszogekbdl négyszoget?

o Akdr tobbféleképpen is?

o Mekkordk a négyszog szogei?

e Miért?

e Esaszogosszeg?

o Mekkordk a Poliuniverzum négyszog szogei?

e Esszogeinek dsszege?

® A Poliuniverzum négyzet és haromszog felhasznalasaval ki tudunk rakni 6tszoget?

o Mekkordk a szogei?

e Esaszogeinek dsszege?

e Rakjunk ki Poliuniverzum haromszogekbél egy szabdlyos hatszéget! Hasonlitsuk 6ssze a haromszog
alapelem belsejében Iév6 hatszoggel? Miben hasonlitanak?

® Miben kiilénboznek?

Igaz-e, hogy ha egy négyszog szogei egyenl6k, akkor az oldalai is egyenl6k?
Igaz-e az dllitads megforditasa:

Ha egy négyszog oldalai egyenl6k, akkor szbgei is egyenl6k?
Segit az abra:

~
.

°)
o

o Mit mondhatunk az el6z6 két allitasrél négyszog helyett haromszog, 6tszog, hatszog esetén?

o Rakjunk ki a Poliuniverzum haromszogekbdl és négyzetekbél minél valtozatosabb formdju
hazikékat. Minden esetben nézziik meg, hogy mekkora szégek keletkeznek. Mekkorak a hazikék
szogeinek 6sszege?

e Hany oldalu sokszogek a hazikdk?




Néhany példa:

A feladat megoldasa, megoldasok:

Haromszog és négyszog alakzatokat hasznalunk, az 6sszerakds maddjaval most nem térédink, csak a
formakkal. A négyszog alakzatnal a kis kivagott résztél a mai alkalommal el kellene tekinteni.
Mekkorak a Poliuniverzum haromszog szogei? (60°) A szogeinek 0sszege? (180°) Milyen haromszog ez?
(szabalyos) Mit mondhatunk az oldalairdl? (azok is egyenldk)

Ki tudunk-e rakni a haromszogekbdl négyszoget? Akar tobbféleképpen is? Mekkorak a négyszog
sz6gei?(60°, 120°) Miért? (mert a hdromszog szoge, vagy annak kétszerese); Es a sz6gosszeg? (360°)

Mekkorak a Poliuniverzum négyszog szogei? (mind a négy 90°); Es szogeinek dsszege? (360°)

A Poliuniverzum négyzet és haromszog felhaszndalasaval ki tudunk rakni 6tszoget? Mekkorak a szogei? (60°
90°, 60°+90°=150°) Es a szdgeinek dsszege? (540°)

’




Rakjunk ki Poliuniverzum haromszégekbdl egy szabdlyos hatszoget! Hasonlitsd 6ssze a haromszogelem
belsejében 1évé egyszinl hatszoggel? Miben hasonlitanak? (mindegyiknek az 6sszes szoge 120°)
Miben kilénboznek? (az egyiknek az oldalai is egyenlSk, a masiknak nem)

Igaz-e, hogy ha egy négyszog szogei egyenl6k, akkor oldalai is egyenl6k? (ellenpélda négyzet, téglalap)
Igaz-e az dllitds megforditasa? Ha egy négyszog oldalai egyenlék, akkor szbgei is egyenl6k?

Segit a kovetkez6 abra:
o/ ()
D ° e

Mit mondhatunk a fenti két allitasrél haromszog, 6tszog, hatszog esetén?
Haromszog esetén igaz: Ha oldalai egyenlék, akkor szogei is, és megforditva, ha szogei egyenl6k, akkor
oldalai is. Ez a szabalyos haromszog. A tobbi esetben az allitas egyik iranya sem igaz.

Ce

.
o

Rakjunk ki a Poliuniverzum haromszogekbdl és négyzetekbél minél valtozatosabb formaju hazikdkat.
Minden esetben nézziik meg, hogy mekkora szégek keletkeznek? Mekkorak a hazikdk szogeinek 6sszege?
Hany oldalu sokszégek a hazikok?




Néhany példa:

El6zetes ismeret:

Tanari ajanlas:
Erdemes a feladattal kapcsolatban megfordithatd és nem megfordithatd allitasokat gydijteni.
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Fokozat C / Korosztaly: 14-18

Téma /Altémak: geometria, aranyok
Készlet: hdromszog, négyzet
Tovabbi eszkozigény: papir, ceruza
Nyelv: magyar

A feladat leirasa:

Hanyad része a kis kék, kozepes sarga és nagy z6ld hdromszog teriilete az alapharomszog teriletének?
Oldd meg a feladatot a négyzet alapformara is! Ugyanazt az eredményt kapod mindkét esetben?
Az eredményeket add meg szazalékban is! A tdblazatba a szazalékos eredményeket ird be!

A feladat megoldasa, megoldasok:

Erdemes felhasznalni a hasonlé sikidomok teriiletére vonatkozé 6sszefiiggést. Ha a hasonldsag aranya A,
a megfelel6 hasonlé sikidomok teriiletének ardnya A%
A hasonldsag aranya az alapharomszoghoz viszonyitva a z6ld, sarga és kék haromszogek esetén

rendre ¥, %, 1/8.

A z6ld hdromszog terilete az alapharomszog teriletének % - % = % része, 25 %-a.

A sarga hdromszog teriilete az alapharomszog teriiletének % - % = 1/16 része, 6,25 %-a.

A kék haromszog terilete az alaphdromszog teriiletének 1/8 - 1/8 = 1/64 része, 1,56 %-a.

A piros hatszog terilete az alapharomszog teriletének 1 — (1/4+1/16+1/64) =1 —21/64 = 43/64 része,

67,19 %-a.

Ugyanez az eredmény adddik a négyzetnél, ha a lyukat nem vessziik figyelembe.

Kék rész Sérga rész Z6ld rész Piros rész
Négyzet 1,56% 6,25% 25% 67,19%
Haromszog 1,56% 6,25% 25% 67,19%

El6zetes ismeret:
Hasonl¢d sikidomok teriilete, arany, szazalékszamitas.




Tanari ajanlas:

Ez a feladat részben nyitott végli feladat. LehetGséget ad a négyzet esetében a vitara. Ha a lyukat nem
vesszik figyelembe, a feladat gyakorlatilag ugyanaz, mint a haromszog esetén. A lyuk figyelembevételénél
tobbféle kérdés is felmerilhet :

e Mihez viszonyitsuk a teriileteket, mi legyen az egység, mi legyen a 100 %, a lyukas négyzet, vagy a
lyuk nélkili?

e Egyszer(ibb az az eset, ha a lyuk nélkili négyzet a 100 %. Ekkor csak a belsé piros tartomdany
teriletének szamitdsa tér el a fenti megoldastél, mert ekkor a lyuk teriiletét is le kell vonnunk.

e Ha alyukas négyzethez viszonyitunk, a lyukas négyzet teriilete az egység, vagyis a 100 %, akkor
mar nem tudjuk haszndlni a hasonlé sikidomok teriletére vonatkozd Gsszefliggést sem.
Erdemes konkrét szamokkal végigszamolni ezt az esetet, legyen a négyzet oldala 16 cm.

e Ekkor azt kérdezziik, ha 255 cm? az egység, vagyis a 100 %, akkor a 64 cm?, 16 cm?, 4 cm” hanyad
rész, vagyis hany %?

e 25,10%,6,27 %, 1,57 %, 67, 06 % adddik, legnagyobb az eltérés a piros tartomanynal, 0,13 %




QERSE , Fokozat C / Korosztaly: 14-18

4 ) -y L
§ &, | Téma /Altémadk: geometria, mérés, hossz
- d S | Készlet: négyzet
°, B R Tovabbi eszkozigény: papir, ceruza
% rlsmus+°%

Or vy Nyelv: magyar

A feladat leirasa:

Szamitsd ki az AB szakasz hosszat feltételezve, hogy az oldal hossza 8 cm.

A
v

8cm

A feladat megoldasa, megoldasok:

Ha a négyzet oldaldnak hossza “L”, az 4tléjanak hossza L - v/2

A nagy négyzet 4tldja=8-/2

A sarga négyzet 4tldja = V2

A piros négyzet 4tldja =2 -2
AB=8V2—-V2-2-V2=(8-1-2)V2=5vV/2~7,07cm

El6zetes ismeret:
Négyzet atldjanak kiszamitasa.

Tanari ajanlas:




Fokozat C / Korosztaly: 14-18

Téma /Altémak: geometria, mérés, teriilet
Készlet: haromszog

Tovabbi eszkozigény: papir, ceruza

Nyelv: magyar

A feladat leirasa:

Tételezziik fel hogy a hdromszog oldaldnak hossza 8 cm. Szamitsd ki a kiilonb6z6 szind tartomanyok
teriileteit. A teriletek értékeit két tizedes jegyig kerekitve kell megadni.

A
v

8cm

A feladat megoldasa, megoldasok:

L L .. p I ” .. 3
Ha az egyenl6 oldald haromszog oldalanak értéke ,L”, akkor a terilet = \1—_L2
. , 3
Sérga rész = % cm? = 0,43 cm?
. , 3
Piros rész = % 4 =+/3cm? = 1,73 cm?

Z0ld rész =§- 16 = 4-/3 cm? ~ 6,93 cm?

Kékrész=“4—§-64—(§—\/§—4-\/§)=(16—§—1—4)-\/§=%/§cm2 ~ 18,62 cm?

ElGzetes ismeret:
Szabdlyos haromszog teriletének kiszamitasa.

Tanari ajanlas:
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Fokozat C / Korosztaly: 14-18

Téma /Altémak: geometria, mérés, hossz
Készlet: kor

Tovabbi eszkozigény: papir, ceruza
Nyelv: magyar

A feladat leirasa:

Szamold ki az alapkor kozéppontjatdl a nagy, kdzepes és kis félkorok kozéppontjainak tavolsagat, azaz az
AB, AC, AD szakaszok hosszat. Tételezziik fel hogy az alapkdr sugara 8 cm.

A feladat megoldasa, megoldasok:

A kérdéses szakaszok hosszusagai az abran lathatd harom derékszégl haromszogbél Pitagorasz-tételével

egyszer(ien kiszamithatok.

AE = AF = AG = 8 cm, az alapkor sugara. BE = 4 cm, mivel a nagy félkor sugara az alapkor sugaranak fele,
CF =2 cm, mert a kdzepes félkor sugara az alapkor sugaranak negyede, végll az alapkor sugaranak
nyolcadrésze lesz a kis félkor sugara, azaz DG =1 cm.

D

AB = JAE2 — EB2? = /82 — 42 = /48 = 4/3 ~ 6,93 cm

AC = JAF? — FC? = /82 — 22 =60 = 2V15 ~ 7,75 cm

AD =JAG? — GD? = /82 — 12 =63 = 3V7 ~ 7,94 cm

ElGzetes ismeret:

A Pitagorasz-tétel ismerete.

Tanari ajanlas:




S
D

—

[=)

© Bt

2,
011y

&
70 0 “')‘5

Fokozat C / Korosztaly: 14-18

Témadk: geometria, kor részei, kor részeinek a teriilete
Készlet: kor

Tovabbi eszkozigény: papir, ceruza

Nyelv: magyar

A feladat leirasa:

A ,kor” alaku format fogjuk hasznalni. A ,kér” atméréje 9 cm, vastagsaga 0,5 cm, mindkét oldala azonos
maodon szinezett. A harom félkor kozil a legnagyobb sugara a kor sugaranak fele, a kozepes negyede, a
legkisebb nyolcada. A félkorok atmérdi az eredeti korbdl levagnak egy-egy alakzatot, ezért ez az alapforma
nem pontosan kor. A félkorok és nagy kor kozéppontjait 6sszekots szakaszok egymdssal 120°-os szoget

zarnak be.

Milyen alakzatot vagnak le a félkorok atmérgi a korbél?
Szamitsd ki a félkorok teriiletét!

Szamitsd ki a levagott alakzatok teriletét!

Mekkora a sarga tartomany terilete?

N\

A feladat megoldasa, megoldasok:
Minden feladat szdmoldsa haromféleképpen térténjen: paraméteresen, r = 8 cm-es alapkor sugarral (igy
konnyl haromszor egymas utan felezni a sugarat és szamolni), illetve eredeti méretben (mérjik meg az

eredeti kor sugarat).

Szamoljuk ki egy r, r=8 cm, r=4,5 cm sugaru kor terlletét:

T =r’n

T = 8% = 641 = 201,06 cm?
T =45%r = %171 = 63,62 cm?

Szamoljunk terileteket a Poliuniverzum ,,majdnem” kor alakzatan! Miért nem pontosan kér, csak
,majdnem” kor az alakzat?




Szamoljuk ki a fenti dbran a szines félkorok terileteit!

Szamoljuk ki a szines félkorok atmérGjéhez csatlakozod, a megfelel6 atmérd és egy koriv altal hatarolt
alakzatok tertiletét! Mi a neve ezeknek az alakzatoknak? (korszelet)

A bal oldali dbran még lathaté a legnagyobb félkor kérvonala, a jobb oldalin mar nem, hogy attekinthetébb
legyen a rajz. Szamitsuk ki a sarga alakzat teriiletét!

Az AGE korcikk tertletébdl kivonjuk az AGE haromszog teriletét!
Az AGE hdromszog szabadlyos, tehat az A-nal levé sz6g 60°.

rim-60° rim

Tagekercikk = —3¢0e = ¢~
8%m-60° 8%m 5
T R vy 33,51 cm
4,52m-60° 4,51 ,
TucEKorcikk = 30T - € - 10,60 cm
A haromszog terililetszamitdsahoz a trigonometrikus teriiletképletet hasznéljuk: T = w

Most a két oldal az eredeti kor sugara.




_ r2sin(60°)  r*/3

TAGEhdromsz 6g — 2 4
8%sin(60°) 82V3
TAGEhdromsz 69 = 2 = 4 = 27,71 sz
4,5%s5in(60°)  4,5%/3
TAGEhdromsz 69 = 2 = 4 = 8,77 C’n’l2

Ezutan a korszelet teriletének szamitasa kovetkezik:
r’m  r2/3
4

Tkorszetet = TucEkorcikk — TAGERGromsz 69 = 6

— — 2 2 _ 2
Tysrszetet = TagEksrcikk — TAGEhdroms:z 69 = 33,51 cm® — 27,71 cm” = 5,8 cm

Tiorszetet = TacEksrcikk — TAGERGromsz 69 = 10,60 cm? — 8,77 cm? = 1,83 cm?
Hasonléképpen kiszamoljuk a két kisebb korszelet teriiletét is. Vigydzzunk a kozépponti szégek nem 30°, és

15°-osak lesznek!
A masodik korszelet szamolds: ElGszor a kozépponti szoget kell meghatdarozni.

By

A barna satirozott derékszogl haromszogbdl kiszamoljuk a zolddel jel6lt szoget és annak a kétszerese lesz a

kozépponti szog, amivel a korcikk és a haromszog teriiletét meg tudjuk hatarozni.

REE

sin(B) =

B = 14,48°




Tehat a kozépponti szog: 28 = 28,96°, nem tér el nagyon a 30°-t4l, de a 30° elvi hiba!
A fenti képletekkel kiszamoljuk a masodik korszelet terlletét, csak a szog lesz mas.
Hasonléképpen a harmadikat.

A Poliuniverzum ,belsé” teriiletét ugy kapjuk meg, hogy a kor teriiletébél kivonjuk a hdrom félkor és a
harom korszelet teriletét.

El6zetes ismeret:
Kor, haromszog terilete, korcikk, korszelet fogalma, teriilete

Tanari ajanlas:
Szamolhatunk a “majdnem kor alakzat” alapjan ivhosszt, kiszdmolhatjuk a sarga, k6zépsé tartomany
keriletét is.




Fokozat C / Korosztaly: 14-18

Téma /Altémak: geometria, érinté

Készlet: kor

Tovabbi eszkozigény: papir, ceruza, vonalzé, korzé

Nyelv: magyar

A feladat leirasa:

Bizonyitsd be, hogy a kozéps6 méretl(i félkor és az alapkor megfelel6 metszéspontjabdl a félkorhoz allitott
érint6 a nagy félkornek is érintgje!

A feladat megoldasa, megoldasok:

Rajzoljuk meg az abrat, huzzuk be a megfelel6 segédvonalakat és bet(izziik meg a pontokat.

N,

Legyen a kénnyebb szamolhatdsag érdekében az alapkor sugara 4 egység. Ekkor a nagy félkor sugara 2, a
kozépsd félkor sugara 1 egység. Ebbdl fakaddan az érinté egyenesiink tdvolsaga a BO egyenestdl 1 egység.
Még az A pont tavolsagat szeretnénk meghatdrozni a BO egyenestdl, hiszen, ha az 3 egységre van, akkor az
érint6 egyenestdl 2 egységre van, ami pedig azt eredményezi, hogy tényleg érinti, mert a nagy félkor sugara
pont 2 egység. Mivel az N;ON, < = 60° (el6z6 feladat), ezért az NyOA« = 30° ésaz AOC<X = 60°.

Mivel az AON; és az AOC haromszogek is ,félszabalyosak” (olyan derékszogli haromszogek, amelyeket a

szabalyos haromszog szimmetriatengelyének megrajzolasaval nyeriink), megfelel6 oldalainak aranya

1: /3 :2, ezért, ha ON; = 4, akkor A0 = 4? = 2+/3, akkor viszont azAC = 2\/§§ = 3.

Ezzel a feladatot igazoltuk.

El6zetes ismeret:
A szabalyos és ,félszabalyos” haromszogek tulajdonsagainak alapos ismerete.

Tanari ajanlas:
A megoldas soran hivatkozunk a 137C feladat azon eredményére, hogy a legnagyobb félkérhoz tartozo

kozépponti szog 60°.




Fokozat C / Korosztaly: 14-18

tRSE
§ 14:,‘ Téma, Altémak: geometria, trigonometria
st g: Készlet: haromszog
o o L e , . .
% ‘g K Tovabbi eszkozigény: papir, ceruza, szamoldgép, vagy

Yy | fuggénytablazat
240 Nyelv: magyar

A feladat leirasa:

Szamitsd ki az dbran lathatd DEF haromszog oldalait, szogeit és teriletét! Végezd el a szamolast
paraméteresen, az alapelem oldala legyen ,,a”, majd szamolj a=8 cm-rel, végiil mérd meg egy oldal hosszat
mm pontossaggal, és szamold ki Ugy is a kérdezett adatokat! Az utdbbi két esetben az eredményt cm-ben,

két tizedesjegyre kerekitve add meg!

A feladat megoldasa, megoldasok:

Az oldalakat koszinusztétellel szamoljuk, a DE oldal szdmolhatd DIE, vagy DBE haromszdgbdl is. Mi most DIE
haromszdgbél szamoljuk. DI = % IE = % DIEx = 120°, és tudjuk, hogy cos(120°) = —0,5

p5? = () + () = 2-(3)- () cos a20) = 2%
_aV7

DE = T = 0,66a

Haa=8cm, DE =~ 5,29 cm




Az alapelem oldaldnak hossza 90 mm, de elképzelhet6k kisebb eltérések, igy a gyerekek mérhetnek 89 vagy
91 mm-t is.

EF oldal kiszamitasa:

a a a 3a
FH—E, HE—a—E—g—?
a2 /3a\’ ay /3a 13a?
2 _ (2 Y o (2) (22 °) —

EF _(8) +(8) 2 (8) (8) cos(120°) =~

_a 13 0.45
g e

Haa=8cm, EF = 3,61 cm

DF oldal kiszamitasa:

a a a S5a

DG—Z, GF—a—Z—E—?

DFZ—(a)2+(5a)2 ) (a) (5a> (120°) _39a2
—\ 8 4) \g) ~ 64
av39

DF = ~ 0,78a

Haa=8cm, DF = 6,24 cm

A harom oldal ismeretében koszinusz-tétellel mar ki tudjuk szamitani a haromszog egyik szogét. ElGszor a
legnagyobb oldallal szemkozti szoget szamitsuk ki, mert el6fordulhat, hogy ez tompaszog és a koszinusz-
tételbdl ez egyértelmden kiderdil.

39a* 7a* 13a® ,. W7 av13

= - - cos(DEF<
64~ 16 | 64 2 g cos( )
2a? a*\91
—_— = . X
1 16 cos(DEF<x)
(DEF%) !
coS =
291
DEF« = 87°

Egy tovabbi szog szinusz-tétellel szamolhatd.

El6zetes ismeret:
Koszinusz és szinusz tétel, hdromszog terilet képlete.

Tanari ajanlas:
Koszinusz és szinusz tételre vezets feladat adhato a kor vagy négyzet készletre alapozva is.
Ellen6rzésképpen meg is szerkeszthetjik a feladatot GeoGebraban.




,\Qﬁ_ SE 2 Fokozat C / Korosztaly: 14-18
$ ‘ ¥, | Téma: geometria, hdromszdg, teriilet, szégfiliggvények
% , QM § Készlet: haromszog
9‘4,0-’;,,,,,“%»'\ Tovabbi eszkozigény: papir, ceruza, vonalzd, szdmoldgép
2Lyd0 Nyelv: magyar

A feladat leirasa:

1. Hanyad része a besatirozott terilet az egésznek?
2. Hanyad része a besatirozott terilet az egésznek?

1. Feladat megoldasa, megoldasok:

A haromszog oldalai legyenek az egyszer(liség kedvéért 8 hosszuak. Ekkor az dbra a kovetkez6képpen néz ki.

3
. s s . . a
Az g oldalu szabalyos haromszog teriilete T = T

TABC = 16\/§

Az EFD haromszog teriletét ugy fogjuk meghatarozni, hogy az ABC haromszog terlletébdl levonjuk az
ADF,DBE és ECF haromszogek terlletét.

Mivel a hdromszogek magassagai megegyeznek a megfeleld 4, 2, illetve 1 oldall szabalyos haromszogek
magassagaival, ezért:

6-2V3
TADF= 2 =6\/§
73
TBED =T=3,5\/§
V3
452

Teer = T =3




Tehat Tpgr = 16V3 — 64/3 — 3,5V3 —/3 = 5,5V3

, . . . . . . T 55V3 11
A satirozott teriilet ardnya az egészhez tehat nem mas, mint 225 = ==

Tagc  16vV3 32

2. Feladat megoldasa, megoldasok:

[ STl F——"-,

B

A haromszog oldalai legyen az egyszer(liség kedvéért 8 hosszlak. Ekkor az abra a kévetkez6képpen néz ki.

2
. ‘ . .. .. a“+/3
Az a oldalt szabalyos haromszog teriilete T = <

TABC = 16\/§

Az EFD hiromszog teriletét ugy fogjuk meghatarozni, hogy az ABC haromszog terliletébdl levonjuk az
ADF,DBE és ECF haromszogek teriletét.

Mivel a hdromszogek magassagai megegyeznek a megfeleld 4, 2, illetve 1 oldalld szabalyos haromszogek
magassagaival, ezért:

7-23
TADF: 2 :7‘/§
4-43
TBED =T=2\/§
V3
67

TCEF = T = 1,5\/§

Tehat Tpgr = 16V3 — 74/3 — 24/3 — 1,5V/3 = 5,53

, . . . . . T 55v3 11
A satirozott teriilet ardnya az egészhez tehat nem mas, mint —2£5 = ==

Tape  16vV3 32

El6zetes ismeret:
Szabdlyos haromszog teriletének kiszamitasa.

Tanari ajanlas:
A 140C, 141C, 142C, 143C problémasorozat elsé feladata.




,\QERSE % F?kozat (o / Kf)rosztély: 1{1—18/ ) )

§ ) Téma, Altémak: geometria, haromszog, teriilet,

> < szogfuggvények

o W oS , ) )

o ~ o | Készlet: haromszog

. m.. ~N L i , . .
4/01 Erasmus+ /) Tovabbi eszkozigény: papir, ceruza, vonalzd, szdamoldgép

1vd0 Nyelv: magyar

A feladat leirasa:

Az el6z6 feladatokban azt l1attuk, hogy amikor AGF, BHD és CIE haromszogek oldalhosszai az eredeti ABC
haromszogének fele, negyede, nyolcada, akkor az EDF, illetve a GHI haromszogek teriiletei megegyeztek
(mindketts 11/32 volt).

Vajon igaz-e az allitds akkor is, ha a haromszogek oldalaranyai nem 1:2:4:8?

Vagyis a feladat: Adott ABC szabalyos haromszég, amiben FG, DH, El a szemkozti oldalakkal parhuzamos
szel8szakaszok. Igaz-e, hogy Toy; = Tpgr?

1 E
F
H
A e D B
A feladat megoldasa, megoldasok:
e
C [+
1 E
l—a—c
F
a
A a G l—-a-0b D b B

Az egyszer(iség kedvéért legyen az ABC haromszog oldalainak hossza 1, az AFG haromszogé a, a BHD
haromszogé b, a CIE haromszogé pedig c.




Az DEF és GHI haromszogek teriiletét ugy fogjuk meghatarozni, hogy az ABC haromszog teriletébdl

levonjuk a megfelel6 haromszogek teriletét.

a-b-siny

A megfelel6 hdromszogek teriiletét sokféleképp kiszamolhatjuk, mi most haszndljuk a Ty = >

teriiletképletet. Tehat

Tper = Tapc — Tapr — Teep — Tcre =

_1-1-5in60° a-(1—b) sin60° b-(1—c) sin60° c-(1—a)-sin60°

2 2 2 2
sin60°
=— ‘[1—a(l=-b)—b(1—c)—c(l—-a)] =
sin60°
= “l—a—-b—c+ab+bc+ac)

Tour = Tapc — Tagt — Teug — Ten =

_1-1-5in60° a-(1—c)-sin60° b-(1—a)-sin60° c-(1—>b)-sin60°

2 2 2 2
sin60°
_ 1"2 ‘[1—a(l=c)=b(1—a)—c(1-b)] =
sin60°
=— *l—a—-b—c+ab+bc+ac)

Tehat a két haromszog teriilete azonos.

El6zetes ismeret:
Haromszog trigonometrikus teriletképlete.

Tanari ajanlas:
A 140C, 141C, 142C, 143C problémasorozat masodik feladata.




QERSE , Fokozat C / Korosztaly: 14-18
§' ’ 4:9 Téma /Altémak: geometria, hdromszog, terilet,
> S szogfuggvények
=3 ‘g S | Készlet: haromszog
Ly = PN z . e o 7 s s 3 s s
4/01-""’““‘* O Tovabbi eszkozigény: papir, ceruza, vonalzd, szamologép
1ot Nyelv: magyar

A feladat leirasa:

Vajon igaz-e az allitas akkor is, ha az eredeti haromszég nem szabalyos?
Vagyis a feladat: Adott ABC altalanos haromszog, amiben FG, DH, El a szemkézti oldalakkal parhuzamos
szel6szakaszok. Igaz-e, hogy Ty = Tper?

A feladat megoldasa, megoldasok:

Tekintslink Ugy az AFG, BDH és CIE haromszdgekre, mint az ABC haromszog A, B, illetve C csucsabdl vett
kozéppontosan hasonld képeire, amelyeknél a hasonlésag aranya rendre a, b, illetve c.

Tudjuk, hogy a hasonldsag aranyaval négyzetesen valtozik a teriilet aranya, vagyis az AFG haromszog
tertletének aranya az ABC haromszog teriiletéhez = a?: 1. Ha az AF oldal aranya AC-hez a, BD oldal aranya
AB-hez b, akkor AD oldal aranya az AB-hez 1-b. Prébaljuk meg meghatarozni az AFD haromszog teriiletének
aranyat az ABC-hez. Azt mar tudjuk, hogy AGF: ABC=a’, és azt is tudjuk, hogy AGF haromszog és ADF
haromszogek magassagai megegyeznek, alapjaik aranya a:1-b-hez, tehat a terlleteik aranya is az oldalak
aranyaban valtozik. Vagyis AGF:ADF=a’: a(1-b). Tehat ADF:ABC=a(1-b). BDE, CEF haromszogek teriileteinek
aranya ABC-hez hasonldan kijon, és b(1-c), illetve c(1-a) lesz.

A DEF és GHI haromszogek terlletét ugy fogjuk meghatarozni, hogy az ABC egység teriletd

haromszogbdl levonjuk a megfelelé haromszogek teriletét.

Tehat Tpgr = Tyupc — Tapr —Tgep — Terr = 1—a(1—b)—b(1—c)—c(l—a)=(1—-a—-b—c+
ab + ac + bc).

Terr = Tapc — Tagt = Teug — Ty = 1—a(l—c)—-b(1l—a)—c(l-b)=1—-a—-b—c+ab+
ac + be).

Tehat a két haromszog teriilete azonos.




Kicsit mas megfontolas szerint:

t i3

Tekintsiik az FGDHEI hatszoget. Huzzuk be egyszer a G, |, H pontokon keresztiil a parhuzamosokat a
megfelel6 oldalakkal, illetve a D, E és F pontokon &t szintén. igy a hatszogiink felbomlik 7 haromszogre,
amelyek terilete paronként megegyezik, mert a paralelogramma atléi felezik a négyszog tertletét. A
kozépsd hdromszog a két kilonb6z6 abran egybevagd, mert oldalai paronként egyenl6 hosszuak, hiszen
oldaldnak hosszai IE-GD; DH-IF, illetve FG-EH. Mivel a két hatszog azonos, igy a terlleteik egyenlGek:
2ty + 2t; + 2t3 + t = 2ty + 2t5 + 2t + t, ha mindkét oldalrdl levonunk t-t és elosztjuk 2-vel, akkor
ty + t; + t3 =ty + t5 + £, majd mindkét oldalhoz t-t hozzdadva

ty+ty+tg+t =ty +ts+tg+t,

Teur = Tpgr; Ezzel bebizonyitottuk az allitast.

El6zetes ismeret:
Hasonlé haromszogek terlletaranya.

Tanari ajanlas:
A 140C, 141C, 142C, 143C problémasorozat harmadik feladata.




,\Qﬁ_ SE 2 Fokozat C / Korosztaly 14-18
$ ‘ J‘(, Téma /Altémak: geometria, négyzet, terilet, szogfiiggvények
-l | o | Készlet: négyzet
o Qull S A
9‘4, [ [ ,,"\ Tovabbi eszko6zigény:
011y Nyelv: magyar

A feladat leirasa:

Vajon igaz-e az dllitads akkor is, ha nem haromszogbdl, hanem négyzetbdl indulunk ki?
Vagyis a feladat: Adott ABCD négyzet, amiben LE, IF, ]G és KH a négyzet atldival parhuzamos
szel8szakaszok. Igaz-e, hogy Tgrey = Tpjki?

D

KR

A

A feladat megoldasa, megoldasok:

Jel6ljiik az alabbi szakaszok hosszait az alabbi médon:
AH = AK = a,BE = BL = b,CF = CI = c,valamint DG = D] = d.
Feltehetjik, hogy a négyzet oldalainak hossza az egység. Szamitsuk ki igy az EFGH négyszog teriletét az

alabbi modon:

Tern = Tapcp — Tanc — Teen — Tere — Togrs

a(l1-d) _ b(1—a) _ c(1-b) _ d(1-c)
2 2 2 2’

Vagyis TEFGH =1-

Most szamitsuk ki az IJKL négyszog teriiletét, hasonlé mddon.

a(1-b) b(1-c) c¢(1-d) d(l-a)
2 2 2 2 7

Erre a kdvetkezd kifejezést kapjuk: Tyyg, = 1 —

Ha kibontjuk a zaréjeleket, akkor lathatjuk, hogy a két kifejezés értéke azonos, tehat a két négyszog teriilete

is azonos.

El6zetes ismeret:
Derékszogl haromszogek teriiletének kiszamitasa.

Tanari ajanlas:
A 140C, 141C, 142C, 143C problémasorozat negyedik feladata.
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2 Kombinatorika és valdszin(iségszamitas

,A matematikdnak vannak olyan teriiletei, ahol a magyar kutatdsok a vildg élvonaldba tartoznak. Erdés Pal elGdei és utodai
joforman "magyar tudomdnnyd" tették a kombinatorikdt. Ez a tudomdnydg eredetileg jatékos, rejtvényszerd problémdkon alapult, a
szamitogép megjelenésekor azonban kidertilt, hogy a szamitdstudomdny egyik legfontosabb alapja. Ennek készénhetd, hogy az utobbi
idében robbandsszerti fejlédésnek indult.” (Katona, 2006)

A kombinatorika feladatok tobbsége nem oldhaté meg mechanikusan, igényli a kritikai gondolko-
dast, a stratégiai tervezést, ezaltal javitja a matematikai teljesitményt és kivaldan alkalmas a tantar-
gyon bellli és tantargykozi koncentraciéra is.

A Poliuniverzum szerkezete, szin- és méretkombindcidi a kombinatorikai feladatok kimerithetetlen
tarhazat kinaljak. Valéban, a fejezet minden korosztaly szamdra tartalmaz valtozatos, gazdag anya-
got a kombinatorika és a valdszinliségszamitds korébdl.

Az A-korosztalyban a kombinatorikai feladatok csak két jatékelem Osszeillesztésének lehet6ségeit
vizsgaljak, a szabad jaték, a kisérletezés soran lehet6séget adva a szabaly 6nallé megfogalmazasara.
Avalészinlségszamitasi feladatok a valdszinliség fogalmanak kialakitasat, megalapozasat segitik el
probalkozassal, tapasztalatszerzéssel.

A B-korosztaly feladatlapjai kdzil is sok tartalmaz szabad jatékot, Tangram tipusu feladatot, de az azo-
nos szinl és méret( illesztéseknél, ahol mdd van ra, mar rakérdeznek a kirakds lehet6ségeinek sza-
mara is. igy ezek a feladatok mar bizonyos kombinatorika tapasztalatot is igényelnek. Ezekbe a
feladatokba is besz(ir6dik a geometria, a megoldas soran altalaban figyelembe kell venni bizonyos
szimmetridkat, az elemek szerkezetébdl szarmazd sajatossagokat.

A C-korosztaly feladatai a kdzépiskolak hagyomanyos kombinatorikai ismereteire épitenek, mint a
permutdciok, kombinacidk, variacidk, kombinatorikus valdszinliség. A feladatok egy része arra sze-
retne ravilagitani, hogy a Poliuniverzum kirakasa milyen sokféleképpen torténhet. Az eredmények
sokszor elképzelhetetlenilil nagy szdmok, ezeket érdemes néhdny, a tanuldk altal is ismert nagyon
nagy szammal 6sszehasonlitani, mint csillagaszati tavolsagok, égitestek kora példaul masodpercben
kifejezve, nagy orszagok GDP adatai, az emberiség lélekszama stb.
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Az egyik legnehezebb feladat a kombinatorikaban a “latszélag” jé6 megoldasokban megtalalni
a hibat, ezért adtunk hibas, hibakeresé feladatot is. Ebben a fejezetben az egyes korosztalyok fel-
adatai kozott fontos a kapcsolat, az egymasra éplilés. Ezeket a kapcsolatokat is jeleztik a feladatla-
pokon. Célszerlinek tlnik ezeket a problémakat egymas utdan megoldani, hogy a tanuldk lassanak
példat arra, hogy egy feladat megolddsa hogyan vezethet6 vissza egy mar megoldott feladatra.

Természetesen ebben a korosztalyban is alapvet6en a készletre tdmaszkodunk, a megoldast segiti az
egyes esetek kirakadsa. Bizonyos esetekben tobb lehetGséget szeretnénk kirakni, hogy atlassuk a fel-
adatot, de altaldban nem all rendelkezésiinkre végtelen szamu készlet. Ezért érdemes valamilyen
rogzitési format kitalalni, hogy a kordbban kirakott eseteket ne felejtsik el. Ez lehet rajz, mobiltele-
fonnal készitett fénykép, szamitégépen megadott alapelemekbdl megszerkesztett rajz digitalis meg-
sokszorozasa.

A fejezet végén taldlhaté feladatok tulmutatnak a hagyomanyos kozépiskolai oktatas keretein, ma-
tematika tagozatos osztalyokban, de akar a fels6oktatasban is megalljak a helytket. Ezek felhasz-
naljak a binomialis egyltthatokat, a varhato érték fogalmat, a teljes indukcidt, a permutdciok fix
pontjait és a logikai szita elvét.

[3] Katona Gy., Hogyan lett ,magyar matematika” a kombinatorika? Mindentudds Egyeteme el6adds 2006. mdjus 8.
http://www.origo.hu/itthon/20060514katonal.html (2019. 02. 16.)

VAN A

“A‘ -VAV’vv X \/\/ VAV vA
MEVTAVAL - NATETAVAL
w . W

VA







Fokozat A / Korosztaly: 8-10

I
$ Q 4:!(‘, Téma /Altémak: kombinatorika
o ‘E S | Készlet: haromszog, kér, négyzet
C N

Tovabbi eszkozigény: papir, ceruza

o% | [——
Nyelv: magyar

o1 vo“&'

A feladat leirasa:

1. fird le az illeszkedd parok (kor-négyzet, négyzet-hdromszog) kozotti kapcsolddési szabalyokat.
Allits 6ssze masik harom elemet ugyanilyen szabaly szerint.
Szamold 6ssze, hogy egy alapszint hasznalva hany kirakas lehetséges! Es ha minden alapszint
felhasznalunk?

A feladat megoldasa, megoldasok:

1/ A szabdlyok leirdsa a kbvetkez6képpen torténhet:

Kor és Négyzet: Az alapelem azonos szin( (kék). A nagy félkor kapcsolddik a nagy négyzethez, amelynek
megegyez6 a szine (piros).

Négyzet és Haromszog: Az alapszin ugyancsak azonos (kék). A pici haromszog és a pici négyzet azonos
szinnel (sarga) kapcsolodik. A haromszog és a négyzet alaptest ugyanolyan szindi.

2/ Egy masik Osszeallitas:
- = | 2
H >

3/ A lehetGségek szama Osszesen 6 az egyik alapszin felhasznélasaval és 6x4=24, ha minden alapszint
figyelembe vesziink.
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Tanari ajanlas:
Erdemes kirakni mind a 24 lehet$séget.




Fokozat A / Korosztaly: 6-10

N {4
$ &, | Téma /Altémak: kombinatorika, val6szin(iség
= S | Készlet: barmelyik készlet
=) 2

-E,as,,ms+ ,” Tovabbi eszkozigény: papir, ceruza, tabla

Il y0® Nyelv: magyar

A feladat leirasa:

Parokban dolgozzatok!

Tegyetek egy nem atlatszo zacskdba egy 24 db-os Poliuniverzum készletet!

Huzzatok felvdltva 10 elemet, és jegyezzétek le, hogy milyen szinl a huzott elemek kdzepe! Mibdl mennyit
szamlaltatok?

Piros kdzepd:

Kék kozep(:

Z6ld kozepu:

Sarga kozepl:

Osszegezzétek a tablanal az egész osztaly eredményeit!

Vegyétek ki a sdrga kozepl elemeket, majd ismételjétek meg a kisérletet! Huzzatok felvaltva 10 elemet, és
jegyezzétek le, hogy milyen szin(i a hizott elemek kdzepe!

Mibdl mennyit szamlaltatok?

Piros kozep(:

Kék kozepdi:

Z6ld kozepd:

Ezutan tavolitsatok el a zold kozepl elemeket is, és Ugy is ismételjétek meg a kisérletet!

Piros kozep(:

Kék kodzepdi:

Mit tapasztaltok? Mikor van nagyobb esélylink piros kdzep(it huzni?

A feladat megoldasa, megoldasok:

Parban dolgozzanak. Minden par kapjon egy 24 db-os Poliuniverzum készletet. (Fontos, hogy a készlet
szabalyos legyen, tehat nem tetszéleges 24, hanem az a 24, ami eredetileg egy dobozban van.) Tegyék
Osszekeverve egy zacskdba a 24 elemet gy, hogy aki hiz, ne lassa, hogy mit hdz. Minden hizas utdn
mondja meg a huzott darab kézepének szinét a tarsanak, az jegyezze fel. Minden par hizzon legalabb
10-szer. Majd 6sszegezzék a huzott szineket paronként, utana az egész osztdlyét a tablanal.

Majd még egyszer végezzék el a kisérletet, de most haromféle (piros, kék, zold) kézep( lapok maradjanak a
zacskdban.
Utana végezzék el ugyanezt a kisérletet Ugy, hogy csak a piros és kék kézep( lapok maradjanak a zacskdban.




Beszéljék meg a tapasztalatokat! Az sszes kihuzott lap kozelit6leg hanyad része lesz piros kézepd az elsé,
masodik, majd a harmadik esetben?

Mikor van nagyobb esélyiink piros kdzep(it huzni?
Annal jobb, minél tobb kisérletet végeznek.

A tablanal a kovetkez6 tablazatokat célszer( elkésziteni:

Piros kozepd Kék kézepd lapok | Zold kézepd lapok | Sarga kozepu
lapok szama szama szama lapok szama
1. csoport
2. csoport
3. csoport
Piros kozepd Kék kézepd lapok | Zold kdzep(
lapok szdma szama lapok szdma
1. csoport
2. csoport
3. csoport
Piros kozepd Kék koézepd lapok
lapok szama szama
1. csoport
2. csoport
3. csoport

El6zetes ismeret:
Tortek témakorében szerzett tapasztalat.

Tanari ajanlas:
Ebben a korban valdszinliség szamitasbdl a kisérletezésnek, tapasztalatszerzésnek van értelme.




Fokozat A / Korosztaly: 6-10

Téma /Altémak: kombinatorika
Készlet: négyzet

Tovabbi eszkozigény: papir, ceruza

Nyelv: magyar

A feladat leirasa:

A négyzet készletet hasznald!
Valassz egy elemet, majd illessz hozza harom masikat agy, hogy a nagy négyzetek érintkezzenek, és mind-
egyik mas szin( legyen! Példaul:

Hanyféle négyelem(i mozaikot tudsz kirakni, ha azt akarjuk, hogy az els6 nagy négyzet a helyén maradjon,
a tovabbi harom viszont mindig mds sorrendben kdvesse egymadst? ird le a lehet&ségeket! Jeldld a szineket
a kezdé6betdjikkel! Rajzolj annyi tdblazatot, amennyi szlikséges!

A feladat megoldasa, megoldasok:

P Z P K P K
K S Z S S Z
P S P S P Z
K Z Z K S K

ElGzetes ismeret:

Tanari ajanlas:

Munkaforma: egyéni

Cél: megfigyel6képesség, logikus gondolkodds

A gyerekek kezdetben prébalgassanak, 6-7 éves korban nem baj, ha nem talaljak meg az 6sszes jé
megoldast.

Kés6bb mar térekedjenek minden kombindcié megtaldldsara, ehhez dolgozzanak ki koncepciét.




Fokozat A / Korosztaly: 6-10
N o
§ d(‘., Téma /Altémak: kombinatorika, szimmetria
~ S | Készlet: kor
o
9'4/ o — %'9 Tovabbi eszkozigény:
OryyHo® Nyelv: magyar

A feladat leirasa:

Hanyféleképpen lehet letenni két kor alapelemet teljes illesztéssel?

A feladat megoldasa, megoldasok:

Az dbran négy esetet latunk, ezek kozil az els6 és harmadik, ill. a masodik és negyedik tiikrozéssel
egymasba vihetd.

Hasonldan a két nagy és a két pici félkor is illeszthet6 egymassal. Ez 3x4=12 eset, ha a tengelyes tikrozéssel
egymasba vihetG eseteket megkiilonboztetjik, és 6 eset, ha nem.

ElGzetes ismeret:

Tanari ajanlas:

Erdemes beszélni arrdl, hogy az esetszdm lényegében megallapodas kérdése. llyen feladatokban szokas
el6re megmondani, hogy a tiikrozéssel, forgatassal egymasba vihet6 eseteket megkilonboztetjik, vagy
nem.




Fokozat A / Korosztaly: 6-10

Téma /Altémak: kombinatorika, szimmetria

Készlet: haromszog

Tovabbi eszkozigény: papir, szines ceruza (vagy szamitégép
és telefon)

Nyelv: magyar

A feladat leirasa:

Hanyféleképpen lehet letenni két kivalasztott haromszog alapelemet teljes illesztéssel, hogy minden
esetben mas elrendezést kapj?

A feladat megoldasa, megoldasok:

A masodik hdromszog az elsé haromszog minden oldalahoz 6-féleképpen illeszthetd (3 oldalaval és
mindegyik esetben tiikrozve a hdromszoget). Ezért az esetek szama 3x6=18.

>y

v ' v v

Felvet6dhet a kérdés, hogy mi torténik, ha az els6ként letett hdromszoget tiikrozziik, és ugy helyezzik
melléje a masodikat a fenti 18 esetben. Az alabbi dbran j6 lathatd, hogy igy mind a 18 esetnek megjelenik a
tengelyesen tiikros parja. Tehat a vélasz pontosan: Ha a tengelyes tiikrozéssel egymadsba vihets eseteket
megkililonboztetjik, akkor 36, ha nem, akkor 18 kiilonb6z6 elrendezés adddik.
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ElGzetes ismeret:
Tengelyesen szimmetrikus alakzatok

Tandri ajanlas:

A végeredmény ebben a korban valdszinl hosszabb-révidebb kisérletezés, probalkozas utan fog
megsziletni. Ahhoz, hogy at lehessen latni a kiilénbdz6 elrendezéseket, célszer(i tobb dobozt hasznalni,
vagy lerajzolni a mar kirakott elrendezést papirra, vagy Google Draw-ba feltdltétt haromszog elemek
segitségével, vagy telefonnal lefényképezni a kirakott elrendezéseket, majd beilleszteni a képet egy Word
fajlba. Fontos, hogy a kirakott vagy lerajzolt esetek szambavételekor valamilyen rendszert kovessiink.




Fokozat AB / Korosztaly: 8-14
D 74
§ Q d(‘., Téma /Altémak: kombinatorika, szimmetria
~ ‘m S | Készlet: négyzet
o o . e .
o;,/ e — ":\ Tovabbi eszkozigény: papir, ceruza
01190 Nyelv: magyar

A feladat leirasa:

Hanyféleképpen lehet két kivalasztott négyzet elemet egymas mellé tenni, hogy kilénb6z6 elrendezéseket
kapj? A tengelyes tiikrozéssel egymdsba vihetd elrendezéseket ne kilonboztesd meg!

A feladat megoldasa, megoldasok:

A masodik négyzet az els6 négyzet minden oldaldhoz 8-féleképpen illeszthetd (4 oldalaval és mindegyik
esetben tiikrozve a négyzetet). Ezért az esetek szdma 4x8=32.

Felvet6dhet a kérdés, hogy mi térténik, ha az elséként letett négyzetet tikrozziik (atforditjuk) és ugy
helyezziik melléje a masodikat a lenti 32 esetben. Itt is igaz, ami a haromszogeknél (Lasd az el6z6 205_A
feladatnal), hogy igy mind a 32 esetnek megjelenik a tengelyesen tikrds parja.

Tehat a valasz pontosan: Ha a tengelyes tiikrozéssel egymasba vihetd eseteket megkilonboztetnénk, akkor
64 esetet kapnank, de mivel nem kilonboztetjik meg, igy 32 kiilonbdz6 elrendezés adddik. Ez itt lathato:
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El6zetes ismeret:
Tengelyes tiikrozés, tengelyes szimmetria

Tanari ajanlas:
Erdemes az egyes eseteket valamilyen formaban rogziteni. igy ha felmeriil a kérdés, hogy egy megtalalt
eset el6fordult-e mar az el6z6ek kozott utana lehet nézni.




N 3 Fokozat B / Korosztaly: 10-14
$ J(‘., Téma /Altémak: kombinatorika, konstrukciok
> =c=> Készlet: kor
4 2 L . .
-mmm&’ Tovabbi eszkozigény: papir, szines ceruza
Oryyy© Nyelv: magyar

A feladat leirasa:

a) Rakd ki az dbra szerinti gy(ir(it a korokbél azonos méret(i és azonos szind illesztéssel!

b) Rakd ki Ugy, hogy 6 azonos alapszinl elemet hasznalsz, és a nagy félkérok mind a gy(ir kiilsé
hatarara kerilnek!

c¢) Hany megfeleld kirakas létezik a b) feltételnek megfelelGen?

A feladat megoldasa, megoldasok:

Az a) feladatnak szamos megoldasa lehetséges, nehézséget a b) jelenthet. Egy példat mutatunk:
) - °\

VN of
-

¢) megoldasa: A nagy félkorok nem vesznek részt az illesztésben, ezért a pici és kdzepes félkorok
valtakoznak. Mivel mindegyikb&l pontosan 2 egyforma van, egyetlen illesztésnél sincs szabad dontésiink.
Ha a tengelyes tiikorképeket megkllonboztetjiik, akkor két megoldas van (2 kilénb6z6 koriljarassal), ha
nem, akkor csak egy, minden alapszinnél.

A 4 alapszin eszerint 4 (vagy 8) megoldast eredményez.

ElGzetes ismeret:
A c) kombinatorikai tapasztalatokat igényel, 12 éves kortdl ajanlott

Tanari ajanlas:




N ' Fokozat B / Korosztaly: 10-14
$ d(‘, Téma /Altémak: kombinatorika, konstrukciok
> —’ch Készlet: kor
o 2 L e o
2, B, Tovabbi eszkozigény:
1-[\1'.)‘\0 Nyelv: magyar

A feladat leirasa:

a) Rakd ki az dbra szerinti gy(ir(it a korokbd6l azonos méretli és azonos szin( illesztéssel Ugy, hogy az
alakzatot ugyanilyen illesztésekkel ne lehessen tovabb bdviteni!
b) Hany megfelel6 kirakas létezik az a) feltételnek megfelelGen?

A feladat megoldasa, megoldasok:

a) Egy példat mutatunk: A készletben O0sszesen 6 alapelemen szerepel nagy zold félkor. Ezeket
felhasznaltuk, igy az alakzat nem folytathatd azonos méret( és azonos szin illesztéssel.

y

4

b) Mivel minden illesztGelembdl (azaz az azonos szin( pici, kozepes és nagy félkérokbdl is) 6-6 egyforma
van, ezért csak lgy lehet a folytathatdsagot megakadalyozni, ha a gy(ir(in kifelé csupa egyforma illeszté
félkor lathato.

Legyenek ezek el6szor a nagy zold félkérok. Most a 6 db nagy zold félkort tartalmazé alapelemet kell
megfelel6en kérberendezni.

A nagy félkorok nem vesznek részt az illesztésben, ezért a pici és kozepes félkorok valtakoznak. Mivel
mindegyikbdl pontosan 2 egyforma van, egyetlen illesztésnél sincs szabad dontésilink. Ha a tengelyes
tukorképeket megkiilonboztetjik, akkor 2 megoldas van (2 kiilonb6z6 koriiljarassal), ha nem,

akkor csak 1 —a nagy félkor egy azonos szinéhez.

A 4 szin eszerint 4 (vagy 8) megolddst eredményez, ha kiviil a nagy félkor szerepel.

Valaszthatjuk a kbzepes, vagy a pici félkoroket is kivilre, ezzel megharomszorozzuk megoldasainkat.

12 megoldas van koriljarastol eltekintve, 24 azt figyelembe véve.

Megjegyzés: mivel minden félkorelembdl 6 egyforma van a készletben, ha nem hasznaljuk el mind a 6-ot a
gylir(i klilsG ivén, akkor lesz a kiilsé félkorok kozil olyan, melybél van még legalabb egy a készletben, s ezzel
tudndnk az illesztést folytatni.

El6zetes ismeret:
A b) kombinatorikai tapasztalatokat igényel, 12 éves kortdl ajanlott.

Tanari ajanlas:
A Tangram tipusu feladvanyokkal dltaldban 6rommel foglalkoznak a gyerekek. Kiilénésen azoknak ajanlott,
akiknek a kreativitasat kell er6teljesebben fejleszteni.




Fokozat B / Korosztaly: 12-14
Téma /Altémak: kombinatorika
Készlet: kor

Tovabbi eszkozigény:

Nyelv: magyar

A feladat leirasa:
Lehetséges-e a teljes készlet lerakasa a kovetkez6 feltételek egyideji teljesitésével?

1. Az azonos alapszini elemek gydriket alkotnak

2. Akapcsolddasok egy gylirliben az azonos szind kis, vagy kozepes méretd félkérok mentén
torténnek.
Egy-egy gylrin egymassal atellenesen vannak az azonos szin(i nagy félkoérok.

4. A gylrlik egymdssal azonos szinl nagy félkorok mentén kapcsolédnak.

Keressiink tobbféle megoldast, ha lehetséges.

A feladat megoldasa, megoldasok:

Lehetséges. Lehetséges az is, hogy ezek a gy(ir(ik, azaz a teljes készlet egybefiiggé alakzat legyen.
Példa egy ilyen kirakdsra:

Tanari ajanlas:




Fokozat B / Korosztaly: 11-13

Téma /Altémak: kombinatorika

Készlet: kor (egy készlet)

4, B, Tovabbi eszkozigény: papir, szines ceruza
1.[\1'.)“0 Nyelv: magyar

A feladat leirasa:
Epits sorozatot tgy, hogy a kezd6 elem tetszéleges, és az épités szabalyai a kovetkezdk:
1. Aszomszédos elemek alapszinei azonosak, csak akkor valtozik az alapszin, ha elfogyott.
2. Akozepes vagy a pici félkorok mentén kapcsolédnak a szomszédok, méghozza valtakozva.
Az els6 kapcsolédds kozepes félkor mentén torténik. (Kapcsolddas azonos szinli és azonos méret(i

illesztéssel torténik).

Le lehet-e egy sorozatba igy rakni a teljes készletet? Ha nem, miért, mi marad ki; ha igen, rakd le.

A feladat megoldasa, megoldasok:
Nem.
Egy azonos alapszin( ciklus elsd és utolsé eleme azonos szin(i kozepes félkor, ezért a kezd6 elem minden

alapszin esetében azonos szin( kozepes félkor. igy a kezdd csatlakozé szinre, mint alapszinre nem lehet
ratérni. Minden ilyen elem kimarad (6 darab azonos alapszind).

ElGzetes ismeret:

Tanari ajanlas:




\QERSE y Fokozat B / Korosztaly: 11-12

§ d(‘., Téma /Altémak: kombinatorika

~ ‘m S | Készlet: barmelyik csomag

o (=) P wls g , ,

o;,/ e ,;\ Tovabbi eszkodzigény: papir, szines ceruza
OryyHo® Nyelv: magyar

A feladat leirasa:

Hany olyan alapelem van a készletben, amelyen a kék, sarga, piros, z6ld sorozat két szomszédos eleme nem
jelenik meg két szomszédos mezd szineként?

A feladat megoldasa, megoldasok:

0, mert a k6zépsd (alapszin(i) mezével mindegyik mezd szomszédos.

ElGzetes ismeret:

Tanari ajanlas:

A kérdés és a vdlasz egyarant nagyon egyszer(i, mégis érdemes rdéla gondolkodni, mert felhivja a figyelmet a
kozépsé mezd kitlintetett szerepére. Kombinatorikai szempontbdl nem egyenranguiak a mezdk, ha a
geometriai kapcsolataikat is figyelembe vessziik.




Fokozat B / Korosztaly: 10-14

o
$ &, | Téma /Altémadk: kombinatorika
f'o.n § Készlet: hdromszog, egy csomag

9’4/ [ p— ":\ Tovabbi eszkozigény: papir, ceruza
Or1vn 0O
Y2 Nyelv: magyar

A feladat leirasa:

a) Epits szabalyos hatszoget a lehetd legkisebb méretben Ugy, hogy szin- és méretazonosan illeszd az
elemeket. Hany ilyen épithet6 a haromszog-készletbdl? (Nem kell egyidejlileg kirakni mindet, el is
bonthatod, ha kevés az alapelem. Két kirakas kiilénb6z6, ha van legalabb egy olyan elem, melyhez
nem ugyanazok az elemek csatlakoznak.)

b) Helyezd el a teljes készletet szabalyos hatszog alakzatban gy, hogy szin- és méretazonosan illeszd
egymashoz az elemeket. Erre hany kiilénb6z6 megoldas lehetséges?

A feladat megoldasa, megoldasok:

a) Az azonos szin({ épités miatt kozépen egyszinl hatszog keletkezik. Az egyszin(i kozépsé hatszogek
egyértelmien rakhatok ki. Minden szinhez és mérethez egy megoldas tartozik, ezek szdma tehat:
4 szin x 3 méret = 12. Példaul:

P A Ao

b) Az a) rész szerint az épitkezést 12-féleképpen kezdhetjiik. Ha azonban kész az a)-beli hatszog, azt
mar csak egyféleképpen folytathatjuk, mivel egy haromszégelem egy oldaldhoz csak egyetlen masik
elem csatlakoztathatd. (Két szint meghataroznak a csatlakozé haromszég-mezd6k, a masik két szint
pedig csak egymas kozott cserélhetjik. Az egyik elem, amihez csatlakozunk, a masik, amit hozza
illesztiink.) Azt, hogy mind a 12 kezdés befejezhetd, kirakassal ellenérizhetjlik. Példaul:




ElGzetes ismeret:

Tanari ajanlas:
Ahhoz, hogy meggy6z48djink mind a 12 lehetGségrdl, mégse unjuk meg a feladatot, érdemes kiilonb6z6
gyerekeknek kiilonb6z6 kezdésekkel foglalkozni, majd egymasét megtekinteni.




Fokozat B / Korosztaly 12-14
Témak: kombinatorika
Készlet: haromszog

Tovabbi eszkozigény:

Nyelv: magyar

A feladat leirasa:

a) Rakj ki azonos szinl és méretl illesztéssel egy haromszoget 4 haromszog elembél!
b) Hany megfelel6 kirakas létezik az a) feltételnek megfeleléen?
¢) Rakj ki azonos szinil és méretli illesztéssel egy haromszoget 9 haromszog elembdl!
d) Hany megfeleld kirakas létezik az c) feltételnek megfelel6en?

A feladat megoldasa, megoldasok:

b) 1. megoldas: Induljunk a bal alsé sarokelemmel, ezt 24 elembdl vélaszthatjuk, és mindegyiket 3
kiilonboz6 allasban tehetjiik le (3 - 24 = 72). (Azonos koriljardssal. Itt az “atlapozott”, azaz tiikros elemeket
nem szamoljuk, hogy a végén ne kelljen ezeket kivonni.) Minden koévetkez6 elemet mar csakis egyféleképp
valaszthatunk, mert a két illeszt6 saroknak egyeznie kell, tehat a harmadik sarok szine és az alapszin
cserélhet helyet, és minden elembdl csak 1 db van), tehat innen az épitkezés egyértelmd. Az igy keletkezett
haromszogek kozott 3-3 egymas elforgatottja, tehat 72 : 3 = 24 kiilénb6z6 megoldas létezik.

b) 2. megoldas: Minden 4 elembdl allé haromszog cslcsaiba azonos szinli mezG6k keriilnek az illesztési
feltétel miatt. Ha példaul a csucsok kék szinliek, akkor az oldalak kozepén keletkezé hurtrapézok (3 illesztd
haromszogbdl) 6-6 lehet6séget adnak. (A nagy, kozepes és pici haromszogekbdl nagy, kdzepes és pici
hartrapézok keletkeznek, és e harom helyre 3 szint sorolhatunk be 3! = 3 -2 -1 = 6 féleképp). A csucsok
szinét 4 szinbdl valaszthattuk, igy 4 - 6 = 24 megolddsunk van.

b) 3. megoldas: Induljunk a k6zépsé haromszogbdl. Ezt 24-féleképp valaszthatjuk. Mindharom oldala mellé
csak egyféleképp illeszthetlink egy kovetkez6 elemet, igy megoldasaink szama 24.

d) 1. megoldas: Helyezziik az el6bbi 4-elem{ hdromszoget a bal alsé sarokba. Innen az épitkezés csak
egyféleképp folytathatd, igy 9 elem( haromszogbdl is 24 db |étezik.

d) 2. megoldas: Az dbra tartalmaz szabalyos hatszoget. Ennek kirakasa 12 féleképpen lehetséges (Ld. 212_B
feladat). Ezt a hatszoget 3 db elemmel szabdalyos haromszoggé 2-féleképpen egészithetjik ki. Az igy kapott
két haromszog csucsaiban ugyanazon csatlakozasok keletkeznek, de oldalain az illeszté haromszogek mas
sorrendben sorakoznak, ezek tehat kiilonb6z6 eseteket adnak. Ez 12 - 2 = 24 db ilyen 9 elembdl all6
haromszog.

El6zetes ismeret:
a b) és a d) kombinatorikai tapasztalatokat igényel, 12 éves kortdl ajanlott

Tanari ajanlas:
A Tangram tipusu feladvanyokkal altaldban 6rommel foglalkoznak a gyerekek. Kiléndsen azoknak ajanlott,
akiknek a kreativitasat kell er6teljesebben fejleszteni.




ERSE 2 Fokozat B / Korosztaly: 12-14
4 ] - o
b &, | Téma /Altémak: kombinatorika
> = . . . .
3 ‘M 8 Készlet: haromszog, egy készlet
©  Blcosms: Tovabbi eszkozigény:

7)

OryyHo® Nyelv: magyar

A feladat leirasa:

a) Rakd ki az dbrat a haromszogekbdl a teljes készlet
felhasznalasaval!

b) Rakd ki Ugy, hogy azonos méretti illesztéssel
csatlakozzanak az alapelemek!

¢) Rakd ki ugy, hogy azonos szin( illesztéssel csatlakozzanak

az alapelemek!
d) Rakd ki ugy, hogy azonos méret( és azonos szin( A/V\/\
illesztéssel csatlakozzanak az alapelemek! /\/\/\/\/\
e) Hany kilénb6z6 megoldas lehetséges a d)-ben?

A feladat megoldasa, megoldasok:

Az a), b), c) feladatoknak szamos megoldasa lehetséges, nehézséget a d) jelenthet, ennek ugyanis nincs
megoldasa. Bizonyitas:

e) Induljunk (a mar latott médon) a kék haromszoghdl, és szdmozzuk a mez6ket szinezés helyett. Mivel egy
haromszog mellé szin és méret szerinti illesztéssel csakis egy masik kerlilhet, ezért a lerakds sordn minden
elemet kényszer alatt rakunk, azaz nincs valasztasi lehetGséglnk. A két sargdra szinezett elem viszont
azonos. Készletlink nem tartalmaz két egyforma elemet, ezért a lerakas ilyen feltétellel nem lehetséges.

El6zetes ismeret:
a)-d) nem sziikséges; az e) bizonyitasi tapasztalatokat igényel, 12 éves kortdl ajanlott.

Tanari ajanlas:
A Tangram tipusu feladvanyokkal dltaldban 6rommel foglalkoznak a gyerekek. Kiiléndsen azoknak ajanlott,
akiknek a kreativitasat kell er6teljesebben fejleszteni.




QERSE o Fokozat B / Korosztaly: 10-14

Q J(‘, Témak: kombinatorika, Tangram
> = . . ;

> ﬁm S | Készlet: haromszog

o 2

4, [ p— &’ Tovabbi eszk6zigény:

I Nyelv: magyar

A feladat leirasa:

a) Rakd ki az dbrat haromszogekbdl!
b) Rakd ki Ugy, hogy azonos méretli illesztések mentén

csatlakozzanak az elemek! W
c) Rakd ki ugy, hogy azonos szin(i illesztések mentén

csatlakozzanak az elemek! M
d) Rakd ki ugy, hogy azonos méret( és azonos szin( illesztések

mentén csatlakozzanak az elemek!
e) Hany kilonb6z6 megoldas lehetséges a d)-ben? (Kilonbozd két kirakds, ha legaldbb egy olyan elem
van, melyhez nem ugyanazok az elemek csatlakoznak.)

A feladat megoldasa, megoldasok:

Az a), b), c) feladatoknak szamos megolddsa lehetséges, nehézséget a d) jelenthet. (Ennek is tébb
megoldasa van, itt egyet mutatunk)

e/ megoldasa (A “tudélékos”):

Az abra tartalmaz egy elem hijan szabdlyos hatszéget. Ennek kirakdsa 12 féleképpen lehetséges

(Ld. 212_B feladat). A hatszog egy elemét 6-féleképpen hagyhatjuk el, ez a kezdéfigura ennek megfelelGen
12x6=72 féle lehet.

&

Most az 1-es és 2-es elem mellett folytatjuk. Mivel minden elem mellé pontosan egy masik csatlakoztathatd
egy kivalasztott oldalon, a lerakds folytatdsa minden kezdés utan pontosan egyféleképp lehetséges. Van
azonban a figuraban még egy hianyos hatszog. (Az el6bbi kozéppontos tiikorképe.)

A kezd6 hatszog kozepénél kialakuld illesztés nem ismétlédhet meg a masik hatszog kdzepén, mert a két
hatszégnek van kdzos haromszoge, és azon nincs két egyforma illeszts sarok. igy azonban ez a figura a
hatszogeket parokba rendezi (dbrankon a kézepes piros és a pici zold hidnyos hatszog e par).




Ha a kiinduld hatszognek a pici zéldet valasztottuk volna, ugyanezt a lerakast kapjuk (180°-kal elforgatva.
Ezért megoldasaink szama a felére csdkken: 12x6:2=36 megoldas lehetséges.

e/ megoldasa (Az “egyszer(”):

Induljunk a bal alsé sarokbdl. A kezd6 haromszéget 24-féleképp vélaszthatjuk. Ennek egyik oldalara épitjuk
a figurdt, ezt az oldalt 3-féleképp valaszthatjuk. Az el6z6 megolddsban leirt kozéppontos szimmetria miatt
most a két széls6 elem all parba, és kezd6elemként ugyanazt a megoldast eredményezi, tehat itt is
felezniink kell a megoldasok szamat. Eszerint 24x3:2=36 megoldas lehetséges.

El6zetes ismeret:
a)-d) nem sziikséges;
az e) kombinatorikai tapasztalatokat igényel, 12 éves kortdl ajanlott

Tanari ajanlas:
A Tangram tipusu feladvanyokkal dltaldban 6rommel foglalkoznak a gyerekek. Kilénésen azoknak ajanlott,
akiknek a kreativitasat kell er6teljesebben fejleszteni. De tananyagkozi “lazitasnak” is tokéletes.




,\QERSE o Fokozat B / Korosztaly: 10-14
$ J(‘, Témak: kombinatorika, Tangram
% ‘m § Készlet: haromszdg (egy készlet)
Y B A Tovabbi eszkozigény: nincs

207, a0 S

2Ly Nyelv: magyar

A feladat leirasa:

a) Rakd ki az dbrat a haromszogekbdl!
b) Rakd ki Ugy, hogy azonos méretli illesztések mentén
csatlakozzanak az elemek!

c) Rakd ki ugy, hogy azonos szin(i illesztések mentén
csatlakozzanak az elemek!
d) Rakd ki ugy, hogy azonos szin(i és méretd( illesztések

mentén csatlakozzanak az elemek!

e) Hany kilonb6z6 megoldas lehetséges a d)-ben?
(Ktlonbozb két kirakas, ha legalabb egy olyan elem van,
melyhez nem ugyanazok az elemek csatlakoznak.)

A feladat megoldasa, megoldasok:

Az a), b), c) feladatoknak szamos megolddsa lehetséges, nehézséget a d) jelenthet. (Ennek is tébb
megoldasa van, itt egyet mutatunk)

e) 1. megoldasa:

Az dbra tartalmaz 4 elembdl allé szabdlyos hdaromszoget. Ennek kirakdsa 24-féleképpen lehetséges.

(A kozéps6 elem barmelyik lehet a 24 koziil, és minden oldalon pontosan egy mdsik elem csatlakozhat, igy
minden kezdést pontosan egyféleképp fejezhetiink be.)

E 4-es haromszognek két oldala mellé még egy-egy rombuszt illesztiink, mig a harmadik mellé mar csak egy-
egy haromszoget. Azt érdemes tehat kivalasztanunk, hogy melyik oldal mellé keril a két haromszog. Ennek
kivalasztasa utan mar minden elem mellé pontosan egy masik csatlakoztathato egy kivalasztott oldalon, a
lerakas folytatasa minden kezdés utan pontosan egyféleképp lehetséges.




Figurank azonban kdzéppontosan szimmetrikus, ez a szimmetria parba rendezi a kiinduldsi haromszoget:
abrankon a fekete parja a kék. E haromszégeknek a mddszertinkkel kivalasztott oldala (melyen a két kis
haromszog csatlakozik) szintén parba rendezédik. Ezek a parok, bar kilonbézéen kezdédnek, mégis
ugyanazt a megolddast eredményezik. Ezért szamitasainkban még 2-vel osztanunk kell.

24x3:2=36 ilyen lerakas van.

e) 2. megoldas:

A 6 eleml szabdlyos hatszoget 12-féleképp rakhatjuk le. (Figurankat pontosan 2 ilyenre vagja egyik
szimmetriatengelye.) Bel6le egy elemet 6-féleképp hagyhatunk el, ez eddig 6x12=72 lehetGség, innen mar
minden |épést csak egyféleképp folytathatunk. A két hatszég, mint kezdSoldal azonban ugyanazt a
megoldast eredményezi, igy

6x12:2=36 ilyen lerakas van.

e) 3. megoldas:

Induljunk ki az egyik sarokelembdl. Ezt 24-féleképp valaszthatjuk ki (kék haromszog abrankon). Ezutan
valasszuk ennek egyik oldaldt (vastag kék oldal dbrankon). Innen a lerakas minden |épése egyértelmlen
meghatdrozott, ez eddig 24x3=72 lehetdség. Az el6z6 megoldasokban mar latott kozéppontos szimmetria
miatt azonban csak feleennyi megolddsunk lesz, mert ha a kék haromszog centrdlis tikorképébdl indulunk,
akkor ugyanehhez a lerakdshoz jutunk.

24x3:2=36 ilyen lerakas van.

El6zetes ismeret:
a)-d) nem sziikséges;
az e) kombinatorikai tapasztalatokat igényel, 12 éves kortdl ajanlott

Tanari ajanlas:
A Tangram tipusu feladvanyokkal altaldban 6rommel foglalkoznak a gyerekek. Kiiléndsen azoknak ajanlott,
akiknek a kreativitasat kell erGteljesebben fejleszteni. De tananyagkdzi “lazitdsnak” is tokéletes.




ERSE 2 Fokozat B / Korosztaly: 12-14
.Q ¢, | Téma /Altémaék: kombinatorika
:.o" ﬁﬂ § Készlet: haromszog, egy csomag
4/ [ — &’ Tovabbi eszkozigény: papir, ceruza
OryyHN Nyelv: magyar

A feladat leirasa:

A 6 db sarga alapszinl hdaromszoget illeszd 6ssze szabalyos hatszoggé azonos méretdi illesztéssel!
Hany kilonbozé ilyen kirakas lehetséges? (Két kirakas kilonb6z6, ha legaldbb egy elem valamelyik
mezGjéhez nem ugyanolyan mez§ csatlakozik.)

A feladat megoldasa, megoldasok:

Legyen kozépen a nagy haromszogekbdl allé hatszog. Ekkor az elsé elem egyik szabad éle mellé barmelyik
elemet lerakhatjuk, de csak egyféleképp, mert mindegyiknek csak egy olyan éle van, melyen ugyanaz a két
méretl haromszog talalhatd. igy a 6 elem korberendezéseit kell 6sszeszamlalnunk, ezek szdma 5!=120.
Kozépen lehet 3 kiilonb6z6 méretd hatszog, igy 3x5!=360 ilyen elhelyezés lehetséges.

Példa egy ilyen kirakasra:

<&

ElGzetes ismeret:
Sorbarendezések, korberendezések szama

Tanari ajanlas:




Fokozat B / K taly: 10-14
QERSE o okozat B / Korosztaly

S % Témak: kombinatorika, tengelyes tiikrozés

= (ﬂm S | Készlet: haromszég (t6bb csomag)

o O L wl: g , , s
o ~ Tovabbi eszkoézigény: papir, szines ceruza, vagy szamitdgép

- Erasmus+
o1y

Nyelv: magyar

A feladat leirasa:

Az abran két kivalasztott haromszog alapelem Osszes lehetséges teljes illesztését latod.

VA A A W 4

O
A
v

Hany azonos szin( illesztés van a fentiek kozott?

<

Hany azonos méretd illesztés van a fentiek k6zott?
Hany azonos szin(i és méretd illesztés van a fentiek k6zott?

i A

Egy kivalasztott elemhez hany olyat valaszthatunk, amellyel azonos méretli illesztést hozhatunk
létre? Hanyféleképpen tehetjlik le ekkor a két haromszoget, hogy azonos méret( legyen az
illesztés? Flgg-e a valaszunk a kivalasztott két elemtél?
5. Egy kivalasztott elemhez hany olyat valaszthatunk, amellyel azonos szind illesztést hozhatunk létre?
Hanyféleképpen tehetjiik le ekkor a két haromszoget, hogy azonos szinl legyen az illesztés?
Fligg-e a valaszunk a kivalasztott két elemtél?
6. Egy kivdlasztott elemhez hany olyat valaszthatunk, amellyel azonos szini és méret(i illesztést
hozhatunk létre? Hanyféleképpen tehetjik le ekkor a két haromszéget, hogy azonos szin( és
méret(i legyen az illesztés? Fligg-e a valaszunk a kivalasztott két elemtdl?

A feladat megoldasa, megoldasok:

Egy, a 3. sor 4. eleme.
Harom, mindharom sorban az 5. elem.
Nincs ilyen.

AW

Barmelyik elem j6, haromféleképpen helyezhetjiik el ekkor a haromszogeket. Valaszunk fliggetlen a

kivdlasztott két elemtél.

5. Barmelyik elem jo. Ha a két elem alapszine megegyezik, akkor haromféleképpen helyezhetjik el a
haromszogeket Ugy, hogy azonos szin( illesztést hozzunk Iétre, ha az alapszin kiilénb6z6, akkor csak
egyféle j6 elhelyezés van.

6. Harmat, a kivalasztott haromszog alapszinétdl eltérd alapszin haromszogek mindegyikébdl egyet.

Mindharom esetben egyféle helyes illesztés van.

Tanari ajanlas:
Erdemes kiprébalni, modellezni az egyes eseteket.




Fokozat BC / Korosztaly: 10-18

N\ ¥/
§ 4:!(‘, Téma /Altémak: kombinatorika
~ S | Készlet: haromszog
=3 o - o .
4/ B > | Tovabbi eszkézigény: papir, ceruza

I Nyelv: magyar

A feladat leirasa:

Eltolasos feladatok:
1. Hanyféleképpen lehet eltoldsos illesztéssel egymashoz kapcsolni két haromszog alapelemet ugy,
hogy a két elemen |évé kisebb haromszogek legaldbb egy-egy csucsa illeszkedjék egymashoz?
2. Hanyféleképpen lehet letenni két el6re kivalasztott alapelemet eltoldsos illesztéssel, hogy minden
esetben mas elrendezést kapjunk?
(A tlikrozéssel, elforgatassal egymasba vihet6 eseteket nem kilonboztetjuk meg egymastdl.)

A feladat megoldasa, megoldasok:

1/ Az eltoldsok lehetGségei bonyolultabbak, mint ahogyan az elsé ranézésre tiinhet, ugyanis a lehet6ségek
szama fligg az 6sszeillesztendd oldalaktdl. A kiilonbo6z6 oldalak mentén a haromszogeket az aldbbiak szerint
lehet egymas mellett eltolni: ,P” a pici, ,,K” a kozepes és ,N” a nagy belsé haromszoget jeldli. Az
elrendezések lehetséges szamait a kovetkez6 tablazat mutatja:

P-K | N-P | K-N | P-N K-P | N-K
P-K 13 13 12 14 10 13
N-P 13 11 12 9 13 12
K-N 12 12 9 12 13 8

A lenti dbran kifejtve az egyik maximumot, pl. a P-N — P-K oldalak 14 db eltolasi lehetGségét.

(LLEEO 0 Coo¢€¢C

A lenti dbran kifejtve az egyik minimumot, azaz pl. a N-K — K-N oldalak 8 db eltolasi lehet&ségét.

<40e

| 4

PO S S

2/ A tablazatban lévé lehetGségeket 6sszeadjuk, majd levonjuk beléle, amit tobbszoér szamoltunk.
A tadblazatban lév6 szdmok Osszege 13 x6+12x6+14+10+11+2x9+8=211.

Minden csucsillesztés pontosan négyszer fordul el, mivel 9 féle csucsillesztés van, igy az 6sszes
csucsillesztés 4 x 9 = 36 véglil a 27 ismétlédést a végeredménybdl le kell vonni: 211 —27 =184

Tanari ajanlas:

A kisebb koru gyerekek 2 alapelem csatlakozdsanal modellezhetik a probléma megoldasat. A fenti példa
alapjan a nagyobb korosztalyok kiszamithatjak a megoldasokat a nehézségi foknak megfelelGen.
2,3,4,5...
két oldalkapcsolat csusztatasanak dsszes lehetséges kombindcidjat kell figyelembe venni a szamitdsoknal.

alapelem csatlakozasig is fel lehet adni a didkoknak a feladatokat. Példaul 3 alapelem esetén mar




Fokozat BC / Korosztaly: 10-18

SN 7 i - S .
§ Q 4:!(‘, Téma /Altémak: kombinatorika, szimmetria
%ﬁm S | Készlet: haromszog

R Tovabbi eszkozigény:

o% BBl erasmus+

O
OryyHo® Nyelv: magyar

A feladat leirasa:

Eltolasos illesztéssel (Ld. 219 _BC feladat) rakj ki szimmetrikus alakzatokat a 24 haromszég alapelem
maradéktalan felhasznaldsdval. Keresd meg a kirakott alakzatok szimmetridit! Tengelyes, kozéppontos

tlkrozésekre, forgasszimmetridkra is gondolj!

A feladat megoldasa, megoldasok:

Az aldbbi dbrak mutatnak két érdekes szimmetrikus elrendezést, az egyik kereszt formaju alakzat 6 gydr(it
tartalmaz, a masik alakzatban 7 gydrdbe raktuk le az elemeket kiilonb6z6 kapcsolddasi médokon.

A
8 ¢

v

A .

~




ElGzetes ismeret:

Tanari ajanlas:

A kor alapelemek elrendezéséhez hasonldan lehet kirakni a haromszogekbdl is 7 gy(ir(it eltoldsos illesztéssel
(Ld. 228_C feladatlap). Minden esetben érdemes gondot forditani a formakapcsolddasok szimmetrikus
elrendezésére. Esetleg érdemes parhuzamot vonni a haromszog és a kor alapforma szerkezeti kialakitasaval
is, mivel a Poliuniverzum kor alaptest a haromszog alapformabdl lett szarmaztatva, és az eltoldsos
illesztéseknél a kor szabalyszer(iségei vonatkoznak ra.




Fokozat BC / Korosztaly: 10-18
Téma /Altémak: kombinatorika, problémamegoldas
Készlet: haromszog, kor, négyzet (teljes jatékcsalad)

4/ I — Tovabbi eszkozigény: papir, ceruza

o1 V'.)“ Nyelv: magyar

A feladat leirasa:
Hanyféleképpen allithato 6ssze a PUSE logd a Poliuniverzum jatékcsaladbol (3x24 kilonb6z6 alapelembdl

allo készletbdl) a szinek megvaltoztatasaval, a formakapcsolddasok, szabalyszerliségek és a logd
grafikdjanak megtartasaval?

AR

a PUSE log6 grafikaja a PUSE logd szindsszedllitasa

A feladat megoldasa, megoldasok:

Elsé latasra ugy tlinik, hogy barmely haromszoghoz lehet egy négyzetet és kort illeszteni a logonak
megfelelS szabdllyal és elrendezésben. 24-féleképpen tehat biztosan ki lehet rakni.

A szabalyszer(iség az, hogy mindharom alapelem, nagy kézepes és pici forma eltéré szin egymastol.
Azt kell tehat megvizsgalnunk, hogy egy adott haromszoghoz hanyszor tudunk egyidejlileg kilénb6z6
négyzetet és kort kapcsolni, a szabalyszer(iség teljesiilése mellett.

o elGszor letessziik példdul a haromszog alapelem barmelyikét: 24 lehet&ség

e aztdn vizsgaljuk a négyzet elemeket, amelyben nem lehet azonos szin( az alapelem, és tobbi kisebb
forma egyike sem: 9 lehetGség

e végiil hozzdrendeljik a kor elemet, amibdl 2 megfeleld van

Mindezeket 6sszeszorozva: 24x9x2=432 - féle kiilonb6z6 logdt tudunk kirakni a teljes jatékcsaladbal.

ElGzetes ismeret:

Tanari ajanlas:
A feladat megoldasanadl célszer( csapatban haszndlni a teljes jatékcsaladot, és tébbszor lemodellezni a
lehetséges megoldasokat.




“'_RSE o Fokozat C / Korosztaly: 14-18

§ ¢, | Téma /Altémak: kombinatorika
> | S | Készlet: haromszog
C3 ‘ S A
4, -mms+ Tovabbi eszkozigény: papir, ceruza

o1 \1’.)‘\Q Nyelv: magyar

A feladat leirasa:

Hanyféleképpen lehet letenni ketténél tébb (mind a 24) haromszog alapelemet teljes illesztéssel, hogy
minden esetben mas elrendezést kapj, ha az elemekbdl egy hosszu sort alkotsz, és mindig megmondod,
hogy a kévetkezd elem hova (melyik haromszog, melyik oldaldhoz) keriljon?

ANVAVAY AN VANV

A feladat megoldasa, megoldasok:

ElGszor ugy képzeljiik, hogy a dobozbdl egymas utdn vessziik ki a haromszdgeket. Letessziik az asztalra az
els6ként kivett haromszoget. Ha megadjuk, hogy melyik oldaldhoz illeszkedjen a kévetkezd, akkor azt
6-féleképpen tehetjik meg. Ha minden esetben megadjuk, hogy a sor melyik elemének melyik oldaldhoz
illeszkedjen a kovetkez6 haromszog, akkor mindig 6 lehet&séglink van. Tehat ez n elem esetén 6sszesen
6 "1 elrendezés. 24 elem esetén 623= 7,9 - 1017. Ez olyan nagy szam, hogy nagysagrendben a Féld

masodpercben kifejezett koraval azonos, a Fold kora = 4,6 - 102 év=1,45-10"s.

A feladatot gy is atgondolhatjuk, hogy elképzeljlik, hogy az asztalra kiszortuk a haromszog elemeket és
fontos az is, hogy melyeket valasztjuk ki és milyen sorrendben.

ElGszor kivalasztunk a 24 elembél n-et Ugy, hogy a sorrend szamit, ez 24 elem n-ed osztalyu ismétlés nélkili

24)!
24-n)!’

variacidja lesz, vagyis V33, = < 24

Ha hosszu sort alkotunk, és mindig megmondjuk, hogy a kbvetkez6 elem hova keriiljon, akkor a lehet6ségek

, 1 (4)! _ 1 C . .
szama - - _(ear 6" 1. Az 7 "es szorz6 azért szlikséges, mert minden sornak lehetséges egy tlikorképe is.

24 elem eseten — 241623 2245 10%,

El6zetes ismeret:
Kombinatorikai alapismeretek, permutaciok, variaciok.

Tanari ajanlas:
Az eredmények elképzelhetetleniil nagy szdmok. Erdemes néhdny, a tanuldk altal is ismert nagyon nagy
szammal 6sszehasonlitani.




“'_RSE o Fokozat C / Korosztaly: 14-18

§ &, | Téma /Altémadk: kombinatorika

i‘ ‘% 'z§ Készlet: haromszog

o 4, B o R Tovabbi eszkozigény: papir, ceruza
ol.l \1’.)‘\Q Nyelv: magyar

A feladat leirasa:

Hanyféleképpen lehet letenni ketténél tébb (mind a 24) haromszog alapelemet teljes illesztéssel, hogy
minden esetben mas elrendezést kapj, ha minden Ujonnan lerakott haromszoget az addig lerakott alakzat
barmely szabad oldalahoz illeszkedhet, és ugy képzeled, hogy a dobozbdl egymas utan veszed ki a
haromszogeket?

Mi a hiba a kovetkez6 gondolatmenetben?

Ha minden djonnan lerakott hdromszog az addig lerakott alakzat barmely szabad oldalahoz illeszkedhet,
akkor az els6 haromszog barmelyik oldaldhoz illesztheted a 2. hdromszoget 6-féle mddon, ez 3X6 eset.

A 3. haromszoget a két haromszogbdl all6 alakzat 4 szabad oldaldnak barmelyikéhez illesztheted 6-féle
maodon. A szabad oldalak szdma minden Uj haromszog illesztésénél eggyel n6, igy a 3. haromszoget

4 - 6 = 24-féleképpen teheted le. Folytatva a gondolatmenetet, az n. haromszoget n+1 szabad oldalhoz
illesztheted 6-féleképpen, igy a végeredmény3 - 6 -4 -6 -..(n + 1) -6 = % - (n + 1! - 6!

Haromlszog 1 2. 3 n
sorszama

EIhereze’senek 1 3.6 4.6 (n+1)-6
esetszama

A feladat megoldasa, megoldasok:

A megoldas nem veszi figyelembe, hogy zart alakzatok is keletkezhetnek. Példaul az elsé hat haromszoghbdl
kirakhatunk egy hatszoget, és ekkor a 7. haromszéget nem 8, hanem csak 6 szabad oldalhoz illeszthetjiik.

ElGzetes ismeret:
Kombinatorikai alapismeretek, permutaciok, variaciok.

Tanari ajanlas:
Az egyik legnehezebb feladat a kombinatorikdban a “latszélag” j6 megoldasokban megtalalni a hibat.




Fokozat C / Korosztaly: 14-18

NERSE »
S “ ¢, | Téma /Altémék: kombinatorika, valészinliségszamitas
E, Q‘ ‘ § Készlet: haromszog (teljes készlet)
9'4, Wi Tovabbi eszkézigény: papir, ceruza, szamoldégép
Oryye® Nyelv: magyar

A feladat leirasa:
Valassz ki véletlenszer(ien két tetsz6leges elemet a hdromszog készletbdl.
a) Mennyi a valészinlisége, hogy teljes, azonos méretl illesztést tudsz létrehozni?

b) Mennyi a valdszinlisége, hogy teljes, azonos szin( illesztést tudsz létrehozni?
¢) Mennyi a valészinlisége, hogy teljes, azonos szinl és méret( illesztést tudsz létrehozni?

A feladat megoldasa, megoldasok:

a) Mivel minden haromszog alapelem harom azonos méret( (nagy, kozepes és pici) haromszoget
tartalmaz, barmely két kivalasztott elemmel biztosan létre tudunk hozni teljes, azonos méreti
illesztést. A kérdezett valdszin(iség a biztos esemény valdszin(lisége, azaz p = 1.

b) Ezis biztos esemény, tehat p = 1. Ha a két kivalasztott elem azonos alapszind, akkor mindharom
csucsnal fellépd (nagy, kdzepes és pici) haromszog azonos szind, természetesen eltéré méretben.
Ha az alapszin kilénb6z6, akkor is van egy oldal mindkét alapelemen, amihez illeszked6 két kisebb
haromszog szine megegyezik, a méret itt is eltérhet.

c¢) 1. megoldas:
Barmely kivalasztott elemhez 3 alkalmas van, amivel teljes, azonos szin( és méretd illesztést tudunk
Iétrehozni. Egy kivdlasztott elemhez 6sszesen 23-at tudunk valasztani, ebbél 3 a megfeleld, igy a

kérdéses valdszinlség p = 3 0,13.

2. megoldas:

Osszes eset: (224), mert 24 elembdl kell kett6t kivalasztani agy, hogy a sorrend nem szamit.

Kedvezd eset: EIGszOr barmely elemet valaszthatjuk a 24 koziil, masodszor csak a 3 teljes, azonos
szin( és méretd illesztés szempontjabdl megfelel6t, ez 24X 3 lehet&ség, amit még el kell osztanunk

2-vel, mert a kivalasztas sorrendje nem szamit.
B 43 2 3
Tehdtp = 2~ =—'——=—= 0,13
P (224) 2 2423 23 ’

El6zetes ismeret:
Kombinatorikus valdszinliség fogalma, kombinatorikai alapismeretek.

Tanari ajanlas:
Az a) és b) feladatrész megolddsa egyszerd, de két természetes példat ad a biztos valdszinliségre.




QERSE , Fokozat C / Korosztaly: 14-18
§\' 4:9 Téma /Altéma: kombinatorika, szimmetria
> . S| Készlet: kor (egy csomag)
- . o
% - © | Tovabbi eszkdzigény: papir, szines ceruza, vagy telefon
4/01-"""“&@ fényképezéshez, és/vagy szamitdgép
1vd Nyelv: magyar

A feladat leirasa:

A Poliuniverzum kor alapelemeibdl azonos alapszin( darabokat vélasztunk. Az abran lathaté médon egy
zart alakzatot rakunk ki bel6lik azonos szinl és méret( illesztésekkel.

1. Hanyféle gylr(it rakhatunk ki igy?
2. Akapott alakzatok kdzott vannak-e tengelyesen szimmetrikusak? Vannak-e forgasszimmetrikusak?

Mit valaszolhatunk az el6bbi két kérdésre, ha a szineket nem vesszik figyelembe, csak a

méreteket?

'

A feladat megoldasa, megoldasok:

Erdemes az illeszkedésnél kialakulé szines alakzatok, vagy a kiviilre keriil§, nem illeszkedd alakzatok
szempontjabdl csoportositani a megoldasokat. Az aldbbi 6 megoldas lehetséges.

o
%3




Az elsé sorban levé megolddsoknak sem tengelyes, sem forgasszimmetridja nincs. Ha a szinektél
eltekintlink, 180°-os forgasszimmetria (k6zéppontos tiikrozés) van.

A masodik sor megolddsainak, ha a szinektdl eltekintlink, és csak a formakat és méreteket nézziik, hdrom
tengelyes szimmetridja, 120°-o0s és 240°-os forgasszimmetridja van.

El6zetes ismeret:
Tengelyes tikrozés, elforgatds

Tanari ajanlas:

Erdemes a megtalalt eseteket valamilyen mddon rogziteni. Lerajzolni, lefényképezni, szamitdgépen
megadott alapelemekbdl megszerkeszteni.

Fontos, hogy ne vakon prébalkozzunk, az eseteket valamilyen rendszer szerint szedjik 6ssze.

Hivjuk fel a didkok figyelmét arra, hogy a gy(ir(k kirakasanak nem geometriai, hanem a szinek
elrendezésébdl fakadd akadalyai vannak. A korgyl(irtk kapcsolddasanak vizsgdlatakor kiterjeszthetjiik a
feladatot, ha feloldjuk a szinazonos illesztés szabdlyat. Ebben az esetben csak az azonos méretd illesztés
szamit, és tovabbi szimmetrikus elrendezési szabalyokat fedezhetiink fel.




ERSE u Fokozat C / Korosztaly: 14-18

) Téma, Altémak: kombinatorika
P (a) ] .
> =x | Készlet: kor
— o L e 2 , ,
o ‘ﬂ 2 Tovabbi eszkozigény: papir, szines ceruza, vagy telefon

4/ I-E'“"‘"“{@: fényképezéshez és/vagy szamitogép
1vd Nyelv: magyar

A feladat leirasa:

Az aldbbi dbran egy azonos alapszinl elemekbdl allé ,,hulldmos” lancot raktunk ki 6 elembdl azonos szinl és
méretd illesztésekkel.
1. Hanyilyen 6 hosszlsagu lancot lehet kirakni?
2. Van-e kapcsolat ezen feladat és az ugyanilyen feltételekkel kirakott 6 elem( gy(ird
megoldasainak szama kozo6tt? (Ld. 225_C feladat)

v w w
- @ @ &
a : A

A feladat megoldasa, megoldasok:

A 225_C feladatban lathatd minden ,,gy(r(” megoldasat 6 kiilénb6z6 kezd6elemmel ,hulldmma”
alakithatjuk, a két végén levé elem két kilénb6z6 mddon csatolhatd (a csatlakozas meghagyasaval
atfordithatd). igy a megoldasok szama: 6x6x2x2=144

ElGzetes ismeret:

Tanari ajanlas:

A feladat megoldhaté a mondott feladatra vald utalas nélkil is, mégis célszerlinek tlinik a két feladatot
egymas utan feladni, hogy a tanuldk Iassanak példat arra, hogy egy feladat megoldasa hogyan vezethet6
vissza egy mar megoldott feladatra. (Idézet Pélya Gyorgy , A gondolkodas iskolaja” cimd konyvébél: “Nem
taldlkoztal mar a feladattal? Esetleg a mostanitdl kissé eltéré formaban?... Itt van egy mar megoldott, rokon
feladat. Nem tudndd hasznositani? Nem tudnad felhasznalni az eredményét? Nem tudnad felhasznalni a
modszerét?”)

Erdemes a megtalalt eseteket valamilyen médon rogziteni. Lerajzolni, lefényképezni, szamitdgépen
megadott alapelemekbdl megszerkeszteni.

Fontos, hogy ne vakon prébalkozzunk, az eseteket valamilyen rendszer szerint szedjik 6ssze.




Q‘\“ERSE 2 Fokozat C / Korosztaly: 14-18
S 2 Téma /Altémak: kombinatorika
f'o.. ‘ﬂ § Készlet: kor
9’4/ ™ — ":\ Tovabbi eszkozigény: papir, ceruza
07 y0® Nyelv: magyar

A feladat leirasa:

Rakj ki kor alapelemekbdl all6 ,hulldmos” lancot azonos szinl és méretli illesztésekkel (az alapszin most
lehet kiilonb6z6)!
1. Hanyféleképpen vélaszthatod ki a kezd6 elemet?
2. Hanyféleképpen valaszthatod ki a masodik elemet, ha megfelel6en szeretnénk illeszteni az els6h6z?
3. Hanyféleképpen lehet kivalasztani a harmadik elemet? Fligghet-e a harmadik elem vélasztasainak
szama az elsé két elemtdl?

A feladat megoldasa, megoldasok:

Az els6 elem tetszbleges lehet, tehat 24-féleképpen vélaszthatd. A masodik elem az elsé elem harom
félkéréhez illeszthet6. Mivel minden adott szinl és méret( félkor hat elemen szerepel, ezért a lehetGségek
szama 3x5 de 3 elemet kétszer szamoltunk, igy az esetek szdma 12. A harmadik elem kivalasztdsanal a
lehet&ségek szama mar feltételhez kotott. El6fordulhat, hogy a masodik elem két szabadon maradt félkore
nincs az elsé elemen, ekkor a harmadik elem 9-féleképpen vélaszthatd; de ha a masodik elem szabad
félkorei kozil az egyik az els6 elemen is szerepel, akkor csak 8 a harmadik elem valasztasanak lehetdsége.
A tovabbiakban a feltételek bonyoldédnak.

ElGzetes ismeret:

Tanari ajanlas:

Ebben a feladatban nem szamoljuk azt, hogy hanyféleképpen illeszthetjik az adott elemet a lanc mar
lerakott elemeihez (2 lehetGség a tiikrozés miatt), csak azt, hogy az egymasutan kovetkez6 elemeket
hanyféleképpen vélaszthatjuk ki.

Azt kell Iatni, hogy sok olyan feladat van, ahol a valasztott formak kirakdsa néhany lépés utan feltételhez
kotott, fligg a mar lerakott elemektél. Ezekhez a feladatokhoz érdemes algoritmust irni és ugy vizsgalni a
megoldhatdsagot, a megoldasok szamat.




Fokozat C / Korosztaly: 14-18

N\ Z
§ 4:!(‘, Téma /Altémak: kombinatorika, szimmetria
> % Készlet: kor egy teljes készlet
2 S

[ f— Tovabbi eszko6zigény:

OryyHo® Nyelv: magyar

A feladat leirasa és megoldasok:

Az el6z6 (225_C) feladatlapon 6 kor alapelembdl gy(r(iket épitettlink. Ezen a feladatlapon tovabblépiink, és
a gylrdket 6sszekapcsoljuk egymadssal. Figyeljlink az épités soran az el6z6 feladatban taldlt szimmetridkra
is! Ha a szinektdl eltekintettlink és csak a méreteket néztik az illesztésnél, kétféle szimmetriaval rendelkez6
gylirliket tudtunk létrehozni. Nevezziik “egyes” szimmetridjunak a kozéppontos tiikérszimmetridval
rendelkezé gylriket, és “kettes” szimmetridjunak a 120°-os és 240°-os forgasszimmetridju gydriket,
amelyeknek 3 szimmetriatengelye is van.

1. Epits olyan 6sszefiiggd alakzatot a kor készletb8l azonos méret(i illesztéssel, amiben a gydiriiket
Osszekapcsolod egymassal!

2. Mennyi kiilénb6z6 6sszefligg6 alakzatot tudsz |étrehozni? Hany gydrdt tudsz maximum
Osszekapcsolni egy készletbdl, milyen elrendezéssel? / 1-2. Az 1, 2, 3, 4, 5, 6 gy(rikbdl allé
Osszefliggd alakzat lerakasa azonos méretti illesztéssel viszonylag egyszer(. A legtébb a 7 gyir(ibél
allé ,gylrlik gydrdje” szimmetrikus alakzat, amit ki lehet rakni a 24 elembdl maradék nélkdl.

s 4

3. Epits olyan dsszefliggs 7 gyliriibél all6 alakzatot amiben a gydiriiket szin- és méretazonos illesztéssel
kapcsolod Gssze egymassal! / Az azonos szinl és méreti illesztéssel, egy készlet maradéktalan
felhasznalasaval a 7 gy(ir(ibél allé szimmetrikus alakzat ugyancsak kirakhaté. Az azonos szind
illesztések miatt az 1-2. feladathoz képest sokkal nehezebb, legalabb egy 6rat vesz igénybe.

4. Rakd ki egy készletbdl a legtobb gytirtibél allé alakzatot egyszerre egyféle (,egyes”, vagy ,kettes”)
szimmetriakapcsolddas alkalmazasaval! Mely azonos szimmetriakapcsolédds esetén megoldhaté a
feladat? / Mindkét szimmetria alkalmazasaval megoldhaté a feladat (Ld. elsé két szines abra lent).

5. Kialakithaté-e egy készlet felhasznaldsaval a legtobb gy(ir(ibél allé alakzat, ha nem figyellink arra,
hogy csak egyféle szimmetridt alkalmazzunk, vagyis véletlenszerlien kapcsolgatjuk egymashoz az
elemeket? / Igen, véletlenszerl prébalgatassal leginkabb ilyen (vegyes szimmetridji) megoldasok
sziletnek, bar ezekben az esetekben a gylriik deformalédasa miatt nem mindig pontosak az
illesztések.

6. Készitsd el az egy készletbél kirakhato, legtdbb gy(irlibdl allé 6sszefliggb alakzatot komplementer
illesztéssel is (vagyis az alapelem és a hozza kapcsolodo félkor szine egyezzen meg)!
Van megoldas? / Van megoldas, néhany elrendezést sikerilt eddig kirakni (Ld. 3. szines dbra lent).
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ElGzetes ismeret:

Tanari ajanlas:

A 7 Osszekapcsolt gy(ir(i szin- és méretazonos lerakasara, analdog mddon eddig par tucat megoldas sziletett,
tobb év tesztelés alatt. Kilénb6z6 szimmetridju és vegyes szimmetrikus elrendezésl lerakdsokndl egyarant,
az 0sszes lehetséges elrendezés kiszdmolasahoz ugy gondoljuk, hogy mindenképpen atfogd algoritmus

feldllitasa sziikséges.




Fokozat C / Korosztaly: 16-18

Téma /Altémak: kombinatorika, valdszinliségszamitas
Készlet: kor

Tovabbi eszkozigény: papir, ceruza, szamoldgép

Nyelv: magyar

A feladat leirasa:

1. Mennyi a valdszinlsége annak, hogy a kor készletbél 6 elemet véletlenszer(ien kivalasztva azonos
alapszinl elemeket kapunk?

Képzeljik el, hogy négy osztalytarsunktdl azt kérjik, hogy rakjanak ki 6 - 6 elembdl egy-egy gydrtit.
A kor elemek kozil véletlenszerlen vdlasztva egymas utan adunk mindegyikiiknek 6 elemet.
Mennyi a valdszinlsége annak, hogy mind a négyen azonos alapszin( gy(ir(it raknak ki?

Mennyi a valdszinlsége annak, hogy koziliik pontosan harman raknak ki azonos alapszin( gy(irit?
Mennyi a valdszinlisége annak, hogy koziiliik pontosan ketten raknak ki azonos alapszin( gydr(it?
Mennyi a valdszinlsége annak, hogy kozlilik pontosan egy rak ki azonos alapszint gydrdt?

o v A WwWN

Szamold ki annak valészinliségét, hogy egy szelvénnyel jatszva 5 taldlatunk lesz a lottén.
Hasonlitsd 0ssze a kapott valdszinliséget az el6z6 kérdések valdszinlségeivel.

A feladat megoldasa, megoldasok:

1. p=—e =297 -1075

(%)

AN GO TETEN )

3. p = 0 nem lehetséges, mert akkor a negyedik is azonos alapszinl elemeket kap.

=1,04-10"11

4

4. p= 2(42)—413 =2,88-1078

(6)'(6)

A4 _119-10*

(s)

1 -
—5ov = 2,28+ 1078

(5)

5. p

6. p

El6zetes ismeret:
Kombinatorikus valdszinliség, kombinatorika

Tanari ajanlas:
Ez a feladat is arra szeretné rairanyitani a figyelmet, hogy a Poliuniverzum kirakasa milyen sokféleképpen
torténhet.




\ERSE » Fokozat C / Korosztaly: 14-18

L4
$ “ Jc!, Téma /Altémak: kombinatorika, valdszinliségszamitas
- = . y
E, Q‘ S Készlet: kor
B, AN Tovabbi eszkozigény: papir, ceruza, szamoldgép

4,
Oryye® Nyelv: magyar

A feladat leirasa:
Kilonleges alakzatok:
1/a Epits 6ssze harom kor alapelemet Ggy, hogy a nagy félkorok cstcsait kotjiik dssze szin-és

méretazonosan. Hany ilyen alakzatot tudsz dsszeilleszteni a teljes készlet felhasznaldsaval?
1/b Ugyanazon alakzatelrendezéssel vajon 6ssze tudod-e kapcsolni a kisebb félkoroket is csucsillesztéssel?

2/a Ha a teljes készlet felhasznaldsaval elkészitettél egy lehetséges kirakast, at tudod-e rendezni ezeket Ugy,
hogy az egyes alakzatok alapelemeinek szine mindig kiilénb6z6 legyen?

2/b Hanyféle kiillénbdz6 elrendezést tudsz létrehozni a teljes készlet felhasznéalasaval? (Ne vedd figyelembe
az egyes elemek helyzetét az elrendezésen beliil pl. egy elem tlikrozését, csak azt, hogy mely 3 alapelembél
all egy-egy elrendezés.)

3/a Mi a valdszin(isége annak, hogy véletlenszer(ien kivalasztva 3 alapelemet, biztosan dssze tudod
illeszteni szinhelyesen a nagy félkoroket?

3/b Mi a valdszinlsége, hogy véletlenszer(ien kivalasztva 3 alapelemet, biztosan 6ssze tudod illeszteni
szinhelyesen a nagy félkoroket Ugy, hogy az alapszinek kiilonb6z6k legyenek?

Lazitasképpen ezzel a kiilonleges formakapcsolattal rakj ki egy nagyobb szimmetrikus alakzatot!

A feladat megoldasa, megoldasok:

1/ Szinenként 6 nagy félkor van, ami 2-2 alakzat lerakasahoz elegendd, tehat 24:3= 8.
1/b Nem.

2/a lgen, mert a nagy félkorok szinenként hatosaval szerepelnek a készletben, és egy alakzathoz harom
alapelem sziikséges.

2/b 6 azonos szinl nagy félkor van. A hatbdl harmat (g) = 20-féleképpen tudunk kivdlasztani. Ha harmat

kivalasztottam, abbdl készitek egy elrendezést és a masik harombdl is, amit nem valasztottam ki. Ha most
azt a hdrmat valasztom ki, amit az el6bb nem vélasztottam, az igy kapott elrendezés az el6z6vel azonos lesz.
Ezért a 20-at el kell osztani kettGvel, tehat egy szin esetén az esetszam 10. A kilénb6z6 szinl nagy félkorok
elrendezései egymastdl fuggetlenek. Ezért az Gsszes eset: 10%=10 000




ElGzetes ismeret:

Kombinatorika, valdszinliségszamitas

Tanari ajanlas:

Ellen6rzésként érdemes kiszamolni azon esetek szamat is, amikor egy elrendezésben nem kiilénb6z6ek az
alapszinek. A kiilonboz6 ill. a nem kiilonb6z6 esetek 6sszege megadja-e az Gsszes esetet?




Fokozat C / Korosztaly: 14-18

Téma /Altémak: kombinatorika, valdszinliségszamitas
Készlet: négyzet

Tovabbi eszkozigény: papir, ceruza

Nyelv: magyar

A feladat leirasa:

1. Hanyféleképpen valaszthatsz ki a négyzet készletbél négy elemet Ugy, hogy a nagy, kdzepes, pici
négyzetek és az alapszin is eltéré szinl legyen egymastol minden alapelemnél?

2. Mennyi a valdszinlisége annak, hogy a készletbdl véletlenszer(ien kivalasztva 4 elemet, a fenti
szabaly teljesil?

3. Ateljes készlet felhasznalasaval ki tudod-e rakni a lehetséges 4 négyzetet a fenti szabaly szerint?

A feladat megoldasa, megoldasok:

1. Az els6 elem tetsz6legesen valaszthatd, ez 24 lehetéség. Legyen ez pl. az abrdn lathaté piros
alapszinl elem. Az elsé elem kivalasztasa kizarja az 6sszes tobbi piros alapszinl elemet; a nagy kék
négyzetet tartalmazé elemeket, ez sarga és zold alapszinl elemek kozott 2-2 van; a kézepes sarga
négyzetet tartalmazd elemeket, ez a z6ld alapszinlben mar csak 1, a kék alapsziniben 2; majd
vegylk ki még a pici z0ld négyzetet tartalmazé elemeket. Ebbél a kék és a sarga alapszinlben is van
még 1-1. igy maradt
23-5-2X2-1-2-2%1=9elem, minden pirostdl eltérd alapszinlibdl 3-3. Vegyiik masodiknak az
abra sarga alapszin( elemét. Ez a valasztds kizarja a nagy zold, kozepes piros, pici kék négyzeteket
tartalmazo elemeket. Ha ezeket is kivesszilk, marad 4 elem. Harmadiknak vegylk az abra zold
alapszini elemét. Ekkor ki kell venniink a nagy piros, kdzepes kék és pici sarga négyzetet tartalmazé
elemeket. Ekkor egyetlen alkalmas elem marad, amit a helyére téve a kérdéses kirakas megvaldsul.
A kérdéses esetszam: 24X9x4X1 = 864.

e 24941
2. Avaldszinlség p = W

4
3. Lehetséges, egy megoldast mutat az alabbi abra:

~ (0,081

Tanari ajanlas:




Fokozat C / Korosztaly: 14-18
§ o;., Téma /Altémak: kombinatorikus valdszinlségszamitas
:'~ ki S | Készlet: négyzet
% - O Tovabbi eszkézigény: ,
), B, o ovabbi eszkézigény: papir, ceruza
Or oS Nyelv: magyar

A feladat leirasa:

Véletlenszerlen kivalasztunk két elemet egy készletbdl, és azonos méretd illesztéssel egymasra helyezziik.
Mire érdemes inkabb fogadni, hogy lesz azonos szinl kapcsolddasuk, vagy hogy nem?

A feladat megoldasa, megoldasok:

Annak a nagyobb valdszinlisége, hogy lesz azonos szin(i pontjuk. Ezt a valdszinliséget fogjuk kiszamolni és
megmutatni, hogy nagyobb, mint 0,5.

Els6é megoldas: A valdszinliség a kedvezd esetek szdma osztva az dsszes esettel. EIGszor nézziik az 6sszes

24
2

Most pedig nézzik meg, hogy egy konkrét elemnek hany “jé” parja van a 23-bdl. Akar a készlet segitségével

esetet: 24-b6l hanyféleképpen lehet kivalasztani 2-t. Ez ( ) = 276.

is 6sszeszamolhatjuk, hogy ez 14 darab. Mar csak azt kell megmondani, hogy a készletben 6sszesen hany jé

par van, de ha tudjuk, hogy egyhez 14, akkor mindegyiknek 14 van. Ez 6sszesen 14 - 24 = 336, de

. . . p , . 1424 . , 168 14
mindegyiket kétszer szamoltuk, ezért — = 168. Tehat a megoldas 76 = 73

Masodik megoldas: Kivalasztunk két elemet. Az elsé barmi lehet, a masodik pedig a maradék 23-bél pont 14

., . r s 14
esetben lesz jo, tehat a valészin(liség éppen PPR

El6zetes ismeret:
Valdszinliségszamitasi alapismeretekre sziikség van.

Tanari ajanlas:
A kedvezl esetek 6sszeszamoldsanal valdjaban azt vizsgaljuk, hogy mikor lesz a permutacidk fixpontjainak a
szdma nem 0. Erdemes lehet megvizsgalni ezt a kérdéskort kisebb és nagyobb esetekre is.




QERSE y Fokozat C / Korosztaly: 14-18

§ 2 Témak: valdszinliségszamitas, kombinatorika, permutdcié
> o B S | Készlet: haromszdg, kér, négyzet
S QS | cokbaeine: oo
", B, o ovabbi eszkézigény: papir, ceruza
Q

Orpyy© Nyelv: magyar

A feladat leirasa:

Adott nadlam egy teljes készlet és nalad is, amik azonos formaval rendelkeznek. Kivalasztok egy
véletlenszer( elemet a sajatombdl, de nem mutatom meg neked. Te pedig a sajat készletedbdl kivalasztasz
egy tetsz6legeset. Majd megnézziik, hogy mennyire hasonlit a ketté egymadsra. Minden egyes azonos szin(
formaért egy aranyat kapsz. Példaul:

En valasztadsom Te valasztasod Kapott aranyak

A
2 arany
A
A
0 arany
A
A
1 arany
A .

Atlagosan mennyi aranyat nyersz, ha sokszor lejatsszuk ezt a jatékot?

A feladat megoldasa, megoldasok:

Ez a feladat megoldhatd egyszer( esetszétvalasztassal, hogy melyik parositasért hany aranyat kapunk.
1 esetben kapunk érte 4 aranyat, ha pontosan eltalaltuk az elemet.

6 esetben kapunk 2 aranyat, 8 esetben kapunk 1 aranyat és 9 esetben kapunk 0 aranyat.

Pontosan 3 aranyat sosem nyerhetiink, mert ha 3 j6 helyen van, akkor a negyedik is.

Ez Osszesen 24 arany a 24 kiilonb6z6, egyenl6 valdszinliséggel rendelkezé eseményért. Tehat dtlagosan
pontosan 1 aranyat nyeriink.

Varhato értékkel szdmolva: E = P(0 arany) - 0 + P(1 arany) -1+ P(2 arany) -2 + P(4 arany) - 4 =

9 8 6 1
Z'O+z'1+ﬁ'2+ﬁ'4—1.

El6zetes ismeret:
A varhato érték fogalmanak ismerete nem sziikséges hozz4, akar ezzel is be lehet vezetni. Ha mar ismerik a
fogalmat, akkor is egy szép feladat lehet, amit kénnyd tovdbbgondolni.




Fokozat C / Korosztaly: 14-18
‘ Téma /Altémak: kombinatorika, permutacio
~g Készlet: haromszog, kor, négyzet (2 azonos készlet)
-Emm Tovabbi eszkozigény: papir, ceruza
01190 Nyelv: magyar

\ERSE »

A feladat leirasa:

Adott ndlam egy teljes készlet és nalad is, amik azonos alapformaval rendelkeznek. Sorba rendezem egy
sajat szempont szerint az 0sszes elemet, de nem mutatom meg neked. Te pedig megprébalod kitalalni,
hogy én mit raktam ki, méghozza Ugy, hogy a sajat készletedet sorba rendezed. Majd megnézziik, hogy
mennyi van jo helyen ezek koziil. Minden egyes egyezésért egy aranyat kapsz. Példaul:

A A

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12

A A A A
AAAALLAAMAAALL

3 14 15 16 17 18 19 20 21 22 23 24

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12

A A A

AOLALAAAAALAA

13 14 15 16 17 18 19 20 21 22 23 24
Az 4bran a fels6 két sorban az én sorba rendezésem, mig az also két sorban a tiéd lathatd. A 3., 11. és a 15.

elemek ugyanazok, igy ebben az esetben 3 aranyat kapsz.
Mennyi aranyat nyersz dtlagosan egy jaték alatt, ha sokszor lejatsszuk ezt a jatékot?

A feladat megoldasa, megoldasok:

A feladatot fogalmazzuk at, és oldjuk meg teljes indukcidval.

Egy permutacio fixpontjdnak nevezziik azokat az elemeket, amik a megfelel6 helyen vannak. Példaul:
6 elemd halmaznal

231546 — 1 fixpont

123456 - 6 fixpont

143526 — 3 fixpont

123465 — 4 fixpont

654321 - 0 fixpont

igy valéjaban egy 24 elem(i halmaz fixpontjainak a varhato értékét keressiik.
Jeloljuk E,, -el az n elem( halmaz fixpontjainak vdrhato értékét.

1.: Nézziik meg kis esetekre.

n=1-re




Mivel 1 valdszinlséggel eltalaljuk az egyetlen elemet, ezért a varhato értéke:

E;=1

n=2-re

12 - 2 fixpont

21 -0 fixpont

Vagyis E, :%-2+%-0 =1
n = 3-ra

123 - 3 fixpont
132 -1 fixpont
213 -1 fixpont
231 -0 fixpont
312 -0 fixpont
321 -1 fixpont

Vagyis E3 =%-3+§-1+§-0=1;

Eszrevehetjiik, hogy az elsé harom esetben a varhat6 érték mindenhol 1 lett. Ez alapjan:

2.: Indukcios feltevés: Tegyiik fel, hogyn — 1-ig E,,_1 = 1;

3.: Bizonyitsuk be, hogy E,, = 1.

Valasszuk ki az elsé elemet a permutdciénkbdl. Ez % valdszinlséggel j6 és nn;l valdszinliséggel rossz lesz.

Ha az els6 elem j6, akkor a maradék n — 1 elem permutdcidinak varhato értéke 1, tehdt mar csak azt kell
végiggondolni, hogy mi torténik akkor, ha rossz.

Ha az els6 elem rossz, akkor a maradék n — 1 elemben van n — 2 olyan, ami a helyére kerilhet és 1 olyan,
ami semmi esetre sem.

Ennek a varhato értékét pedig kdnnyen ki tudjuk szamolni, ha kicsit atfogalmazzuk a feladat ezen részét.
Nézziik azn — 1 elem( permutdcidkat.

Ebbdél valasszunk ki egyet, ami ha fixpont lenne, akkor se kap értéket. Ez pontosan az esetek E—ed

részében torténik meg, vagyis a fixpontjaink varhato értéke pont ennyivel csokken.
Es mivel az indukcids feltevésiink szerint E,,_; = 1, ezért

n—1m-—2 1 n—2
( )

1
En=E(En_1+1)+ 1En—1 =EZ+

n-— n

Ezzel a teljes indukcids bizonyitast befejeztiik. A varhatd érték minden esetben 1 lesz.

2. megoldas: Képzeljiik el, hogy az 6sszes permutaciét leirjuk (kirakjuk) egymas ala. Ez n!, valamint minden
egyes permutacido minden egyes eleméhez odairunk egy 1-est, ha az az elem a megfelel§ helyen van és
egy 0-t, ha az az elem nincs a megfelel6 helyen.

Ebb6l megmondhatd a varhatd érték ugy, hogy az 6sszes leirt egyesek szamat elosztjuk n!-sal. Nézziik meg,
hogy az els6 elem hanyszor van jé helyen. Ezt az el6z6 megoldds alapjan is lathatjuk, hogy pontosan az
esetek 1/n-ed részében, ami (n-1)! db 1-est jelent. Mivel mind az n elem esetén azonos, tehan dsszesen
n-(n — 1)! = n! db egyes lesz leirva. Ebbdl pedig kdvetkezik, hogy a varhaté értéke 1.

El6zetes ismeret:
Kombinatorikai ismeretek, varhaté érték fogalma, (permutécié fixpontja, teljes indukcio)

Tanari ajanlas:
A feladatot emelt éraszamban matematikat tanuld csoportok szamara javasoljuk, versenyfeladatként is
haszndlhato.




Fokozat C / Korosztaly: 16-18
Téma /Altémak: kombinatorika, permutécio

Készlet: hdromszog, kor, négyzet

QOLY~04'
700“')5

Pl |
o
Y01,y

Tovabbi eszkozigény: papir, ceruza
Nyelv: magyar

A feladat leirasa:

Adott nadlam egy teljes készlet és nalad is, amelyek azonos formaval rendelkeznek. Sorba rendezem egy
sajat szempont szerint az 6sszes elemet. Hanyféleképpen tudod igy sorba rendezni a készletet, hogy az
enyém ala téve barmely két egymads alatt I1évé elem kiilonb6z6 legyen?

A feladat megoldasa, megoldasok:

Adjuk meg altalanosan n elemre.

Szereposztds szita mdédszer alkalmazasahoz:

S:{1,2,...,n}, az 6sszes permutdaciok halmaza: |S| = n!;

A;: az i elemet helybenhagyo permutacio (i = 1,2,3, ..., n).

Kérdés, hogy mennyi: |S\ (A1 UA, U ..UA,)| =?

Vilagos, hogy |4;] = (n — 1)}, illetve |4; N 4;| = (n — 2)!, és igy tovabb.

gy IS\ (A U Az U .U A = IS| = ZP Al + X1 (AN 4) =+ (D" |41 U4, U ..U 4y =

nt=nn -1+ (5) =2 = (3) =3+ + D (F) = D+ e+ (<17 () (=)t

A binomialis egylitthaté definicidja szerint: (—1)! (Tll) -0 = (1) —2— (-0 =(-1) 7;—:

il(n—i)!
: -
Vagyis IS\ (41 U4, U ..U 4,)| =n!- 31, EF

e il i 0 CD L
és mivel lim Y72, ~—= = —, ezért
[ e

IS\ (A1 UA, U .. .UA)| = [”:']

Vagyis n = 24-re a valasz [%] ~ 228250 211 305 338 670 494 289.

El6zetes ismeret:
Kombinatorikai ismeretek, logikai szita, binomialis egylitthatd, Euler-féle szam

Tanari ajanlas:

Erdemes lehet kis esetekre megvizsgalni. Ha mar jél banunk a kombinatorikus valdszin(iség szamitassal,
illetve tanultunk az Euler-féle szamrél akkor adjuk fel!

A feladatot emelt éraszamban matematikdat tanuld csoporok szamara javasoljuk, versenyfeladatként is
hasznalhaté.




Fokozat C / Korosztaly 14-18
Téma /Altémak: kombinatorika
Készlet: hdromszog, kor négyzet
Tovabbi eszkozigény: papir, ceruza

Nyelv: magyar

A feladat leirasa:

Kombinatorikai csomagolds: A feltalalé otlete alapjan a jatékcsaldd csomagoldsa az aldbbiak szerint
torténik. A 24-es csomagok egyes elemeit véletlenszerlen egymas f6lé helyezve oszlopokat alakitunk ki,
amelyeket aztan atlatszé félidval vonunk be. Hany kiilonb6z6 médon helyezhetdk igy egymasra az elemek?
A szamolast végezziik el hdromszog, négyzet, kor alapformara is!

A feladat megoldasa, megoldasok:

Haromszog: 624241 ~ 2,9-10%2

Magyarazat: egy haromszoget 6-féleképpen lehet elhelyezni, 24 hiromszoget egymas felett tehat 62*-
féleképpen. Mindehhez hozzd kell szamolni azt, hogy 24 kiilénb6z6 elemet hany kiilonb6z6 sorrendben
tudunk egymasra helyezni, azaz a 24 kilénb6z6 elem ismétlés nélkiili permutaciojat, ami 24!,

Négyzet: 824 - 24! ~ 29-10%
Magyarazat: az jelenti az eltérést a haromszoghoz képest, hogy egy négyzetet 8-féleképpen lehet
elhelyezni. A tébbi megfontolds megegyezik a haromszdgnél leirtakkal.

Kor: 24! =~ 6,2-10%3

Magyarazat: a kor esetében csak a félkorok pontos illesztését engedjik meg, azaz nem kalkuldlunk sem a
tengely koriili elforgatdsi lehet6séggel, sem pedig a forditott — tlikrozott — elhelyezéssel.

Ebbél adéddan a kiilonb6z6 oszlopok szamossagat megadd Osszefliggés egyszer( ismétlés nélkili
permutdciéva redukalodik.

ElGzetes ismeret: Permutaciod, ismétléses variacio.

Tanari ajanlas:

Az emberiség jelenleg kézel hétmillidrd, azaz 7 x 10° f6bél all. Lathatd, hogy még a kérdkbél el&allithatd
kiilénb6z6 csomagok szama is 14 nagysagrenddel feltilmulja az emberi populdciét.

Végig lehet gondolni, hogy vannak-e ezek kdzo6tt az elrendezések kozott elforgatassal, tikrozéssel
egymasba vihet6 ,oszlopok”. Ha vannak, hogyan kellene megvaltoztatnunk a szdmoldst, hogy ne szamoljuk
ezeket az eseteket duplan?
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3 Halmazok és logika

A halmazok és logika fejezet az A- és B-korosztalynak tartalmaz feladatokat. Az eszkdz szerke-
zete magatdl kindlja a lehetSséget a csoportositasra, halmazokba rendezésre, majd egyes elemekre,
illetve az elemek csoportjaira, igaz-hamis allitasok megfogalmazasara. igy ezek a feladatok a mate-
matikai logika elemeinek a bevezetésére (természetesen az egyes korosztalyoknak megfelel§, in-
kabb szemléletes szinten) nagyon alkalmasak. A feladatokban el6fordulnak logikai miveletek, mint
negacio, konjunkcid, diszjunkcid, implikacio, a belblik képezett 6sszetett mlveletek és a kvantorok
is (minden, van olyan és tagadasaik).

Itt is fontos a szabad jaték, a megfigyelés, az elemek neveivel valé ismerkedés, a megfigyelGképes-
ség fejlesztése és az, hogy engedjiik a gyerekeket szabadon gondolkozni, megkeresni a feladatok
gyakran nem csak egyetlen jo megoldasat, sajat szabdlyokat, nyitott mondatokat megfogalmazni.

a. £ & £3
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Fokozat A / Korosztaly: 6-10

Téma /Altémak: halmazok, logika, valogatas, rendezés
Készlet: hdromszog, kor, négyzet

Tovabbi eszkozigény: ceruza

Nyelv: magyar

A feladat leirasa:

Valogasd ki a készletekbdl (haromszog, kor, négyzet) a képen lathatd elemeket!

L7

s

A

A0
v

A

AL
‘ '. .AA y

Figyeld meg az elemekben a legkisebb teriiletek szinét!
Valogasd egy csoportba azokat az elemeket, amelyekben ugyanolyan a legkisebb terilet szine!

A .y,

Hany csoport lett?

Talalj ki mas valogatast! Mutasd meg a tarsaidnak! Kitalaltak a valogatasod szabalyat?
Rajzolj le minden csoportbdl 2-2 elemet!

A feladat megoldasa:

A gyerekek keressék ki a készletekbdl az elemeket.
A 6-7 éves gyerekeknél 12-14 elemmel érdemes dolgozni, a 7-8 éveseknél 16-20 elemmel.

A vdlogatas lehet:
e megadott szempontl — ismertetjik a valogatds szabalyat;
o megkezdett — elkezdjiik a valogatast, ebbdl kell kitalalni a szabalyt;
e sajat szempontu — a gyerekek maguk taldlnak ki szabalyt.

Ebben a feladatban megadott szempontu vdlogatdst kériink a gyerekektdl:
Valogasd egy csoportba azokat az elemeket, amelyekben ugyanolyan a legkisebb teriilet szine!




A tevékenység el6tt figyeltessiik meg azokat a tulajdonsagokat, amelyek alapjan a gyerekek valogatni
fognak! Pl.: Figyeld meg az elemekben a legkisebb teriiletek szinét!
Hany csoport lett? / Négy csoport: piros, kék, zold, sarga

Sajat szempontu valogatdsok, példaul:

Az elemek legnagyobb teruletének (hattérszin) szinek szerinti valogatasa / Négy csoport: piros, kék, zéld,
sarga;

Az elemek legnagyobb szabalyos teriiletének (négyzet/haromszog/kor) szinek szerinti valogatasa / Négy
csoport: piros, kék, zold, sarga;

Az elemek forma szerinti valogatasa / Harom csoport: kor, négyzet, haromszog;

Az elemek egyenes és gbrbe vonal szerinti valogatasa / Két csoport: kor, négyzet és haromszog

Minden valogatas el6tt mutassuk meg a gyerekeknek, az elem melyik részére gondolunk!

El6zetes ismeret:

A gyerekek ismerkedjenek meg, jatsszanak szabadon a jatékcsaldd mindharom készletével (kor, négyzet,
haromszog). Figyeljék meg az elemeket, beszélgessenek megfigyeléseikrél. igy megismerkednek az elemek
tulajdonsagaival: név, szin, méret

Tanari ajanlas:

Munkaforma: egyéni, paros, csoport

Cél: megfigyel6képesség fejlesztése, fogalomalakitas, tulajdonsagok megragadasa, valogatas, cimkézés.
Ha nem el@szor jatsszuk a jatékot, elég az elemek szamat megadni, nem sziikséges, hogy mindenki
ugyanazokat az elemeket rakja ki.




Fokozat A / Korosztaly: 6-10
Téma /Altémak: logika

Készlet: hdromszog, négyzet
Tovabbi eszkozigény: ceruza

Nyelv: magyar

A feladat leirasa:

Egy gépbe bedobtam egy négyzetet. A gép a négyzet helyett kidobott egy masik elemet. Rakd ki te is a
képen lathaté elemparokat! Mi lehet a gép szabdlya?

= ' " WP ..
A A

Ha kitalaltad a gép szabalyat, rajzold be a tablazatba a hianyzé elemeket!

A feladat megoldasa, megoldasok:

A jaték egy gépet imital. Bedobunk a gépbe egy elemet, és a gép valamilyen szabdly alapjan megvaltoztatja,
és mast dob ki. A gyerekek feladata, hogy megfejtsék a gép szabalyat.

Ennek a gépnek az a szabalya, hogy a bedobott négyzetet haromszoggé alakitja ugy, hogy szinei
valtozatlanok maradnak.

El6zetes ismeret:
A rajzos megjelenitést el6zze meg térben, ha lehetGség van ra igazi kis géppel eljatszott tevékenység.

Tanari ajanlas:
Ezt kbvetheti az 6sszetartozd elempadrok tablazatba rendezése, majd az utolsd Iépés a rajzos megjelenités.
A fokozatossdg konnyiti az absztrakcids folyamatot.




Fokozat A / Korosztaly: 6-10
S , -
S Q &, | Téma /Altémak: logika
> =X . .
3 ﬁm S Készlet: négyzet
9’4/ B o~ | Tovabbi eszkézigény:
OryyH© Nyelv: magyar

A feladat leirasa:

Domindzz a négyzet készlettel! Parban jatsszatok!

Felvaltva kell huzni egy-egy négyzetet, és hozzadilleszteni az el6z6leg kirakott négyzethez a megbeszélt
szabaly szerint!

A szabaly az, hogy csak akkor illesztheted a kdvetkezd elemet, ha van benne ugyanakkora és ugyanolyan
szinl rész. Az elemek teljes oldalukkal illeszkedjenek egymashoz! Taldljatok ki sajat jatékszabalyt!

A feladat megoldasa, megoldasok:

-

£
-

A gyerekek pdrban jatszanak. Felvdltva hiznak a négyzet készlet elemeibdl. Cél, hogy a kihuzott elemet a

megbeszélt szabaly alapjan hozzdillesszék a mar lerakott elemek valamelyikéhez, teljes oldalukkal
illeszkedve. Ha nem sikeriil az elemet lerakni, tartogatni kell. A jaték addig tart, amig a zsakbdl elfogynak az
elemek. Az nyer, aki hamarabb lerakja az elemeit.

Szabaly: csak akkor illeszthet6 a kbvetkezd elem, ha van benne ugyanakkora és ugyanolyan szin( rész, mint
az utoljara lerakott elemekben.

El6zetes ismeret:
Domind jaték szabdlyanak ismerete.

Tanari ajanlas:

Munkaforma: paros

Cél: megfigyel6képesség, tulajdonsagok megragaddsa, szabalykovetés, egylittm(ikodo6 képesség
Erdemes a négyzeteket zsakba rakni, ebbdl hiznak felvaltva a gyerekek.




Fokozat A / Korosztaly: 6-10
SNt i - R ,
§ Q d(‘., Téma /Altémak: halmazok, logika, valogatas, rendezés
~ ‘m S | Készlet: négyzet
o o . .
o;,/ e 'b'\ Tovabbi eszkozigény: ceruza
01190 Nyelv: magyar

A feladat leirasa:

Valogasd ki a négyzet készletbdl a képen lathatd elemeket!

A feladat megoldasa, megoldasok:

A 6-7 éveseknél kevesebb, 5-6 elemmel dolgozzunk, 7-8 éveseknél 8-10 elemmel.
Befejezhetjiik a nyitott mondatokat sokféleképpen!

Van koztik olyan, aminek a legnagyobb része sarga/z6ld/piros/kék
aminek a legkisebb része sarga/zo6ld/piros/kék stb.
Nincs koztiik olyan, amiben 4 szinnél tébb lenne
ami nem négyzet
aminek van gorbe vonala stb.
Mindegyikre igaz, hogy négyzet
hogy nincs gorbe vonala
hogy négy féle szin( stb.
Egyikre sem igaz, hogy van gbrbe vonala
hogy egyszin(
hogy haromszog stb.

El6zetes ismeret:

A gyerekek ismerkedjenek meg, jatsszanak szabadon a jatékcsaldd mindharom készletével (kor, négyzet,
haromszog). Figyeljék meg az elemeket, beszélgessenek megfigyeléseikrdl, igy megismerkednek az elemek
nevével, tulajdonsagaival.

Tanari ajanlas:

Munkaforma: egyéni, paros, csoport

Cél: fogalomalakitas, tulajdonsdgok megragaddsa, tagadas, cimkézés, allitasok, itéletek, kijelentések.

A feladatot t6bb alkalommal is jatszhatjuk. A gyerekek a tagadé mondatoknal gyakran nem az elemek
tulajdonsagait ragadjak meg, példaul: Nincs koztiik kutya. Kezdetben ez elfogadhatd, de kés6bb iranyitsuk a
gyerekek figyelmét az elemek tulajdonsagaira.




Fokozat A / Korosztaly: 6-10

Téma /Altémak: halmazok, logika, valogatas, rendezés
Készlet: haromszog

Tovabbi eszkozigény: ceruza

&
’ﬁg &

I Nyelv: magyar

A feladat leirasa:

Valogasd ki a haromszog készletbdl a képen lathaté elemeket!

A

A,

A feladat megoldasa, megoldasok:

6-7 éveseknél kevesebb, 5-6 elemmel dolgozzunk, 7-8 éveseknél 8-10 elemmel.

Van koztlk olyan, aminek a legnagyobb része sarga/zo6ld/piros/kék
aminek a legkisebb része sarga/zo6ld/piros/kék, stb.

Nincs koztiik olyan, amiben 4 szinnél tobb lenne
ami nem haromszog
aminek van gorbe vonala, stb.

Mindegyikre igaz, hogy haromszog
hogy nincs gorbe vonala
hogy négy féle szind, stb.

Egyikre sem igaz, hogy van gorbe vonala
hogy egyszin(
hogy négyzet, stb.

El6zetes ismeret:

A gyerekek ismerkedjenek meg, jatsszanak szabadon a jatékcsaldd mindharom készletével (kor, négyzet,
haromszog). Figyeljék meg az elemeket, beszélgessenek megfigyeléseikrél. igy megismerkednek az elemek
nevével, tulajdonsagaival.

Tanari ajanlas:

Munkaforma: egyéni, paros, csoport

Cél: fogalomalakitas, tulajdonsdgok megragaddsa, tagadas, cimkézés, allitasok, itéletek, kijelentések.

A feladatot t6bb alkalommal is jatszhatjuk.

A gyerekek a tagadé mondatoknal gyakran nem az elemek tulajdonsagait ragadjak meg, példaul: Nincs
koztik kutya. Kezdetben ez elfogadhatd, de kés6bb irdnyitsuk a gyerekek figyelmét az elemek
tulajdonsagaira.




Fokozat A / Korosztaly: 6-10

Téma /Altémak: logika

Készlet: haromszog

Tovabbi eszkozigény: papir, ceruza

Nyelv: magyar

A feladat leirasa:

Rakd ki a képen lathaté sorozatot!
Figyeld meg! Mi lehet a szabaly?

A

AAA/L

Folytasd a sorozatot harom elemmel!
Rajzold le azokat a haromszogeket, amiket te raktal kil

A feladat megoldasa, megoldasok:

Szabdly: a sorozat egymast kdvet6 elemeiben a haromszog felfelé mutatd csicsanak szine periodikusan
ismétlédik; sarga, zold, sarga, zold...

Példaul:

A

LA

ElGzetes ismeret:

Tanari ajanlas:

A gyerekek ismerkedjenek meg, jatsszanak szabadon a jatékcsaldd mindharom készletével (kor, négyzet,
haromszog). Figyeljék meg az elemeket, beszélgessenek megfigyeléseikrél. igy megismerkednek az elemek
nevével, tulajdonsagaival.




Fokozat A / Korosztaly: 6-10

Téma /Altémak: osztalyozas, halmazok
Készlet: hdromszog, kor, négyzet
Tovabbi eszkozigény: ceruza

Nyelv: magyar

A feladat leirasa:

A Poliuniverzum alapelemeihez betli sorozatokat, Ugynevezett kddokat is rendelhetlink. A forma és a szinek
kezdGbetdit hasznaltuk az elemek elnevezésére. Milyen bet(ivel kell kiegésziteni az alapelemek kddijait,
hogy az egy csoportban levé alapelemek egy készlethez tartozzanak?

Szin: Z- ZOLD; K-KEK; P-PIROS;

Csomag: N-négyzet; H-haromszog; O-kor

Példak az elnevezésre:

OkzPs NPKSz Hzskp

A feladat megoldasa, megoldasok:

;. PKSZ [];..PSZK [];..PSKZ []
;..ZKSP [];..zspk [;..zskp []
;..kzsp [1;..kspz [];..kszp []
SZKP [];...SKPZ [];..SKZP []

Az alapelemek:... PZKS [ ]; ...PZSK []; ...PKZS
..ZPKS []; ..zpsk []; ...zKPS
..kPzs [1; ..kpsz [1;..KzPS
.. SPZK []; ..SPKZ []; ...SZPK

~.

0000

Hany darab elem van 6sszesen egy (haromszog, négyzet, vagy kor) készletben? / 24 db
ird le 6sszeadassal a f6 szinek szerint / 6+6+6+6 mindegyik alaptest szinbél
ird le szorzassal! / 6x4 = 24 db

ElGzetes ismeret:

Tanari ajanlas:




Fokozat A / Korosztaly: 6-10

Téma /Altémak: osztalyozas, halmazok
Készlet: hdromszog, kor, négyzet
Tovabbi eszkozigény: papir, ceruza

Nyelv: magyar

A feladat leirasa:

ird le az elemek nevét.

Példdul: N PZ K S

A feladat megoldasa, megoldasok:

Név: NZSKP NZPKS

Név:

Név:

Tanari ajanlas:
Az elemek tobbféleképpen is kddolhatdk, a kédoldsnak ez az egyik legtermészetesebb maddja.
Ha kialakitottunk egy kddrendszert, akkor a késébbiekben is azt hasznaljuk. Tobb feladat megoldasaban

segit az elemekhez rendelt kdd.




QERSE y Fokozat A / Korosztaly: 6-10
g ‘ Téma /Altémak: osztalyozas, halmazok

D )

> & S | Készlet: haromszdg, kor, négyzet

.5 : ~. g : 8, Kor, negy

0’4/ P ,”'\ Tovabbi eszkozigény: papir, ceruza
01y Nyelv: magyar

A feladat leirasa:

Ezt a feladatot ketten fogjatok elvégezni. Az egyik a készlet egy darabjanak a nevét (kddjat) mondja, a masik
a kédnak megfelel6en kiszinezi az dbrat.

Példaul: NP Z K S

A feladat megoldasa, megoldasok:

Név:

T 4 T 4 T 4
Név:
Név:

ElGzetes ismeret:

Tanari ajanlas:
A feladat a kédolas gyakorldasa mellett a készlet elemeinek megismerését is nagyban segiti.




Fokozat A / Korosztaly: 6-10
R 74
» Q <2 Téma /Altémak: halmazok, logika
f‘o_. ‘m S | Készlet: haromszog, kér, négyzet
9'4/ e %'9 Tovabbi eszkozigény: papir, ceruza
01190 Nyelv: magyar

A feladat leirasa:

Figyelmesen nézd meg ezeket az 6sszeallitdsokat, és keresd meg a hidnyzd elemeket a kompozicié
szabdlyszer(isége alapjan. Tobb megoldas is |étezik. Magyardzd el a valasztott darab kivdlasztdsanak okait.

Yt

A feladat megoldasa, megoldasok:

1/ Az egyik lehetséges megoldas: HZSKP, mivel az elrendezés k6zepén a kdzepes haromszog szinei

valtakozva zo6ld, sarga, kék.

2 / Az egyik lehetséges megoldas: HKSPZ, mivel az elrendezés kbzepén a nagy haromszog szinei valtakozva
z6ld, piros, sarga.

Tanari ajanlas:

Tobb megoldas is Iétezik. A fenti elrendezések csupan tajékoztatd jellegliek. Sok hasonld feladatot
hozhatunk |étre a gyerekek szamdra, s6t arra is 0sztonozhetjik Sket, hogy hasonld feladatokat taldljanak ki
egymas szdmara.




Fokozat A / Korosztaly: 6-10

I
$ Q 4:!(‘, Téma /Altémak: halmazok, logika
~ ‘i S | Készlet: haromszog, kér, négyzet
o o . e .
~" | Tovabbi eszkodzigény: papir, ceruza

o% BBl erasmus+

O
OryyHo® Nyelv: magyar

A feladat leirasa:

Egészitsd ki az alabbi elrendezéseket egy nagy négyzetté ugy, hogy kdzépen a (nagy, kdzepes) négyzetek
azonos szinliek legyenek. Hany megoldas van?

A feladat megoldasa, megoldasok:

Harom elem van, aminek a masodik legnagyobb része z6ld szini: NKZPS; NSZPK; NSZKP

Ennek a feladatnak is hdrom megoldasa lehetséges: NPKSZ; NZKSP és NZPSK

Tanari ajanlas:

Tobb megoldas is Iétezik. A fenti elrendezések csupan tajékoztatd jellegliek. Sok hasonld feladatot
hozhatunk |étre a gyerekek szamdra, s6t arra is 0sztonozhetjik Sket, hogy hasonlé feladatokat taldljanak ki

ElGzetes ismeret:

egymas szdmara.




Fokozat A / Korosztaly: 6-14

oy
NS &, | Téma /Altémak: halmazok, logika
= S | Készlet: haromszog, kér, négyzet
2 N

[ f— Tovabbi eszko6zigény:

O
OryyHo® Nyelv: magyar

A feladat leirasa:

Keress szabalyt, a szabdly alapjan taldld meg a hidnyzé darabot! Hany megoldds lehetséges?

A feladat megoldasa, megoldasok:

A szabdly az, hogy az elemek mindegyik azonos méret(i tartomanyanak szine kiilonboézik a tdbbitdl, vagyis a
hidnyzé elem alapszine és a megfeleld kilonb6z6 méretli négyzeteinek szine is eltérd.

igy csak a sarga alapszinii nagy piros, kozepes kék és pici zold négyzetet tartalmazé elem johet szamitasba,
amibdl egy van.

ElGzetes ismeret:

Tanari ajanlas:

A hidnyzé elemet prébalgatdassal is meg lehet talalni, de 6sztonozhetjlik a gyerekeket a logikus
kovetkeztetésre. A tobbi formara is eljatszhaté a feladat négy elem vélasztdsa esetén, akar keverhetjiik is a
formacsomagokat, ebben az esetben tébb megoldas is lehetséges egy-egy 6sszeallitasra.

Sok hasonl6 feladatot hozhatunk létre a gyerekek szamara, s6t arra is 6sztondzhetjik 6ket, hogy hasonld
feladatokat taldljanak ki egymas szdmara.




Fokozat AB / Korosztaly: 6-14

$ <2 Téma /Altémak: logika, mozaik
~ S | Készlet: négyzet vagy haromszog
o o b e

©, B~ | Tovabbi eszkozigény:

O
OryyHo® Nyelv: magyar

A feladat leirasa:

Epits a négyzet, vagy haromszog készlet elemeibél olyan mozaikot, ahol azonos szin(i kisebb részek
kerilnek egymas mellé a csicsokban az elemek illesztésénél! Prébald felhasznalni az 6sszes elemet!
Epits olyan mozaikot, ahol te taldlod ki annak a szabalyat, hogyan keriiljenek egymas mellé az elemek!
Rajzolj le négy egymassal érintkezd elemet!

Sajat szabalyok pl.: két azonos szin keriil egymas mellé az illesztésnél; azonos méretl négyzetek keriilnek
egymas mellé az illesztésnél; két kiilonb6zb szin keril egymas mellé az illesztésnél stb.

A feladat megoldasa, megoldasok:

El6zetes ismeret:
A “mozaik” és az “illesztés” sz jelentésének ismerete.

Tanari ajanlas:

Munkaforma: egyéni, paros. Cél: tulajdonsagok megragadasa, megfigyel6képesség

Hivjuk fel figyelmiket az elemeken taldlhatd négyzetek méreteire: pici, kozepes, nagy!

Hivjuk fel figyelmiket arra is, hogy mozaik kirakdsanal ne csak egyvonalban épitsenek, hanem a sikot
minden irdnyban hasznaljak ki! A feladat jatszhat6 a haromszog készlettel is.




Fokozat B / Korosztaly: 10-12

g 4 , - o
NS 4:!(‘., Téma /Altémak: osztalyozas, halmazok
= S | Készlet: haromszog, kér, négyzet
o o . . .
o;,/ e ,;\ Tovabbi eszkozigény: papir, ceruza
o1y V')(\° Nyelv: magyar

A feladat leirasa:

Ellenérizd, hogy minden készletben megvan-e minden elem!

o

AAAAD
AAAA

AAAA
AAAAD
LAAAAY
LAAAAT

Milyen szempont/elnevezés alapjan tudod csoportositani az alapelemeket és a kisebb részeiket? / Formak,

szinek és méretek, aranyok alapjan

Hany alapelem van 6sszesen a készletben? / 24 darab

ird le ezt a szamot az alapelem szineire bontva! / 6 sarga, 6 kék, 6 zold, 6 piros alapelem

ird le a szamot a kisebb formakra bontva! / 24 nagy, 24 kdzepes, 24 pici + 24 lyuk van a négyzet szettben
ird le a szamot kisebb formdkra és szinekre bontva! / Mindegyik szinben 6-6 kiilénb6z8 méretd forma van,
4 szin x 6 forma x 3 méret = 72 kisebb elem, a négyzet esetében 4 x 6 x 4 = 96 kisebb elem van a
készletben, amennyiben a lyukat is egy hianyzé elemként értelmezziik.

Tanari ajanlas:

Fontos, hogy a gyerekek megszokjak, hogy ne véletlenszer(ien, hanem mindig valamilyen rendszer szerint
soroljak fel, csoportositsdk az elemeket. A feladat kérdései a készlet elemeinek megismerését nagyban
segitik.




Fokozat B / Korosztaly 10-14
Téma /Altémak: logikai allitasok
Készlet: haromszog

Tovabbi eszkozigény:

Nyelv: magyar

A feladat leirasa:

NAGY mezd

ALAP mez6

KOZEPES mez6 PICI mezé

1. Rajzold le, melyik darabra gondolhattam a hdromszog készletbdl, ha igazak a kovetkez6 leirasok!
e A NAGY mez6 piros vagy a PICI mez6 kék.
o A KOZEPES mezd se nem z6ld, se nem kék.
e Az ALAP mez6 sarga.

2. Rajzold le, melyik darabra gondolhattam, ha igazak a kovetkez6 leirasok!
e A NAGY mez6 kék vagy a PICI mez6 nem zold.
o A KOZEPES mez8 vagy az ALAP mezd sarga.
e APICI mez6 z6ld, de a KOZEPES mez8 nem sarga.

3. Rajzold le, melyik darabra gondolhattam a haromszog készletbél, ha igazak a kdvetkezé allitasok!
e 70ld az ALAP mez6, vagy nem z6ld az ALAP mez6.
e A KOZEPES mez6 kék, azonban a PICI mez6 nem piros.
e Vagy a NAGY mez6 sarga, vagy kék a KOZEPES mez6, de csak az egyik igaz

A feladat megoldasa, megoldasok:

A A A

A A A A A A

ElGzetes ismeret:

Tanari ajanlas:
A logikai allitasokrol sz616 feladatlapokkal akar pontszerz6 csapatversenyt is jatszhatunk.




Fokozat B / Korosztaly 10-14
Téma /Altémak: logikai allitasok
Készlet: haromszog

Tovabbi eszkozigény:

Nyelv: magyar

A feladat leirasa:

NAGY mezd

ALAP mez6

KOZEPES mez6 PICI mezé

1. Rajzold le, melyik darabra gondolhattam a hdromszog készletbdl, ha igazak a kovetkez6 allitasok!

Piros a NAGY mez6 vagy sarga a PICI mez6.
Kék a KOZEPES mez6 vagy z6ld az ALAP mezé.
Piros a NAGY mez6 vagy nem sarga a PICI mez6.

A PICI mez6 sarga vagy a NAGY mez6 nem piros.
Nem z6ld szin(i az ALAP mez6.

2. Rajzold le, melyik darabra gondolhattam a haromszog készletbél, ha igazak a kbvetkez§ allitasok!
e Haa NAGY mez6 sarga, akkor a KOZEPES mez6 nem kék.

Ha a NAGY mez6 sarga, akkor a PICI mez6 zo6ld.
Ha a PICI mez8 nem zéld, akkor a KOZEPES mez& nem kék.

A KOZEPES mez8 kék vagy a PICI mez6 z6ld. (Lehet, hogy mindkettd igaz.)

A NAGY mez6 sarga és az ALAP mez6 nem z6ld.

A feladat megoldasa, megoldasok:

ElGzetes ismeret:

Tanari ajanlas:
A logikai allitasokrol sz6l6 feladatlapokkal akar pontszerz6 csapatversenyt is jatszhatunk.




Fokozat B / Korosztaly 10-14
Téma /Altémak: logikai allitasok
Készlet: haromszog

Tovabbi eszkozigény:

Nyelv: magyar

A feladat leirasa:

NAGY mezd

ALAP mez6

KOZEPES mez6 PICI mezé

1. Rajzold le, melyik darabra gondolhattam a hdromszog készletbdl, ha igazak a kovetkez6 allitasok!
e Ha az ALAP mez6 z6ld, akkor a PICI mez6 nem sarga.
e A NAGY mez6 vagy a KOZEPES mez§ piros, de egyik sem zéld.
e A NAGY mezd nem piros és az ALAP mez6 nem z6ld.

Ha a PICl mez8 sarga, akkor a KOZEPES mez8 nem piros.

2. Rajzold le, melyik darabra gondolhattam a haromszog készletbél, ha igazak a kévetkezd allitasok!

Ha az ALAP mez6 piros, akkor a PICI mez6 nem sarga.

Ha a PICI mez6 nem sarga, akkor az ALAP mez6 sem piros.

Vagy az ALAP mez6 piros, vagy a PICI mez6 sdrga, de csak az egyik igaz.

Ha a PICI mezd sarga, akkor a NAGY mez8 kék és a KOZEPES mez§ piros.

A feladat megoldasa, megoldasok:

ElGzetes ismeret:

Tanari ajanlas:
A logikai allitasokrdl sz6l6 feladatlapokkal akar pontszerz6 csapatversenyt is jatszhatunk.




Fokozat B / Korosztaly 10-14
Téma /Altémak: logikai allitasok
Készlet: haromszog

Tovabbi eszkozigény:

Nyelv: magyar

A feladat leirasa:

NAGY mez6

ALAP mez6

KOZEPES mez6 PICI mezé

1. Rajzold le, melyik darabra gondolhattam a haromszog készletbdl, ha igazak a kovetkez6 allitasok!

Ha a PICI mez8 sarga, akkor a KOZEPES mez8 nem piros.
Ha a NAGY mez6 nem kék, akkor az ALAP mez6 zold.

A PICI mez6 sarga vagy az ALAP mez6 zold.

A KOZEPES mez4 piros.

2. Rajzold le, melyik darabra gondolhattam a haromszog készletbél, ha igazak a kbvetkez allitasok!
A KOZEPES mez8 vagy a PICI mez6 z6ld.

Ha a PICI mez§ piros, akkor vagy a KOZEPES mez8 kék vagy a NAGY mez§ sarga.

A PICI mez8 nem kék.

A NAGY mez6 zold vagy az ALAP mez6 sarga.

3. Rajzold le, melyik darabra gondolhattam a haromszog készletbél, ha igazak a kbvetkez allitasok!
e Haa KOZEPES vagy a PICl mez§ sarga, akkor az ALAP mez8 nem zéld.
e Ha a NAGY mez6 nem kék, akkor a PICI mez6 nem piros.
e Nem igaz, hogy az ALAP mez6 nem zold.

A feladat megoldasa, megoldasok:

A .0 A

1 2 3

ElGzetes ismeret:

Tanari ajanlas:
A logikai allitasokrol szo6l6 feladatlapokkal akar pontszerzd csapatversenyt is jatszhatunk.




Fokozat B / Korosztaly 10-18
Téma /Altémak: logikai allitasok
Készlet: haromszog

Tovabbi eszkozigény:

Nyelv: magyar

A feladat leirasa:

LOGIKAI REJTVENY
Néhanyat kivalasztottam a haromszogkészletbdl. A
kovetkez6 allitasok igazak a kivalasztottakra:

e Nincs olyan piros NAGY mez6s hdromszog,

amelyiken a PICI mez6 z6ld. NAGY mez6
e Minden olyan hdromszdgén ahol a KOZEPES mez6
kék, a NAGY mez6 piros.
e Nincs olyan haromszog, ahol sdrga az ALAP mez6,
a KOZEPES mez6 pedig nem kék. ALAP mez6
Igaz-e, hogy egyik PICI z6ld mez6s haromszognek se sarga KOZEPES mez6

PICI mez6,
az ALAP mezéje?

A feladat megoldasa, megoldasok:

Igaz, mert a NAGY mezd piros

Halmazabraval:

a KOZEPES
mezd kék

a PICI mez6 zold

Vagy valogassuk ki azokat az elemeket, amelyekrdl
szélhatnak az allitasok:

AAAAA

Tanari ajanlas:
A feladat lehet az is, hogy a gyerekek keressenek olyan elemeket, amiket valaszthattam, illetve amiket nem.
Fogalmazzanak meg a gyerekek igaz éllitasokat!
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4 Grafok és algoritmus

Tobb korosztalyban is feltehetjik azt a kérdést, hogy hany Poliuniverzum elem kertl egy do-
bozba. A rendszerezés egyik kézenfekvé mddja a fa-graffal torténé abrazolas. Az alapelemek szer-
kezete természetes mddon adja a szinek kezd6betjével, a kiilonb6z6 méret(i tartomanyok csokkené
sorrendjében torténd kddolasat. Ezt a tandrok minden orszdgban, egymastdl fliggetleniil, csaknem
azonos modon be is épitették feladataikba.

A Poliuniverzum egyes elemeinek kilonb6z6 mddon torténd egymadsra helyezései, de a valtozatos
szabdlyoknak megfelel6 kirakasok is atalakithatdk grafelméleti feladattad. Ehhez el kell képzelniink,
hogy hogyan nézhet ki az adott feladathoz kapcsolédd graf, ahol a graf csucsai egy-egy Poliuniverzum
elem; élek akkor vannak két csucs kozott, ha a két elem a megadott szabaly szerint egymasra, vagy
egymas mellé helyezhetd.

A Poliuniverzum leegyszerd(sitett, azonos szin( illesztésen alapulé modelljére épiil6 Excelben kirak-
haté feladatokat is tartalmaz a fejezet, amelyek tekinthet6k az algoritmus koncepcié kidolgozasa-
nak el6futaraiként.

Sok olyan kombinatorikai feladatot lehet alkotni, ahol a valasztott formak kirakdsa néhany Iépés utan
feltételhez kotott, fligg a mar lerakott elemektél. Ezekhez a feladatokhoz érdemes algoritmust irni
és ugy vizsgalni a megoldhatdsagot, a megoldasok szamat. A 415. feladatlapon “széban” megfogal-
mazott, de mar algoritmikus gondolatmenetet kdvet a két kiilonb6z6 megoldas, a 416. feladatlapon
pedig egy, az elemek kodolasat felhaszndald egyszeri algoritmus taldlhato, amit folyamatdbraval
szemléltettiink.

Tovabbi kutatas targya lehet az eddig megoldhatatlannak tin6 feladatokhoz algoritmus, szamitogé-
pes program irasa, amivel eldonthetjiik, hogy a feladat valdban megoldhatatlan-e, illetve a megol-
dasok szamdnak pontos meghatdrozdsa azokban az esetekben, amikor elemi Uton ez eddig nem
sikerdlt.






Fokozat A / Korosztaly 6-10

N &, | Téma /Altémak: osztalyozés, grafok

> o B S | Készlet: haromszdg, kér, négyzet

e ‘ H o - N o

9‘4' P ,’:\ Tovabbi eszkozigény: papir, szines ceruza

Orpyy© Nyelv: magyar

A feladat leirasa és megoldasok:

ElGszor valassz ki egy alapformat: haromszog, kor vagy négyzet: (H-haromszog; O-kor; N-négyzet)
Azutdn valassz egy alapszint (az elem legnagyobb szines tertletét). Toltsd ki a Fa-diagramot, vedd
figyelembe a szinek szerinti besoroldst. Haladj a legnagyobbtdl a legkisebb szin( teriiletig!

Példaul: ha kivalasztjuk a kort (O) és az alapszine kék (K). A t6bbi szin egyik lehetséges sorrendje: Z, P, S...
Miutan a vdlasztott elemed alapjan kitoltotted a fa-diagramot, ird ald az elemek neveit.

A feladat megoldasa, megoldasok:

P S z S z P

Y Y Y h 4 A 4 A 4

S P S z P YA
OKZPS OKZSP OKPZS OKPSZ OKSzpP OKSPZ

Hany elem van a készletekben? / A megoldas 24.

ElGzetes ismeret:

Tanari ajanlas:

veszik ki az 6sszes elemet, csak egyet-egyet ellendrzés céljabdl. Erdemes minden formanal legaldbb egy
alapszinre elvégeztetni a feladatot.

Ez a feladat alkalmas lehet a fa-diagram fogalmanak bevezetésére.




Fokozat A / Korosztaly 8-10

§\ 14:!(‘, Téma /Altémak: osztalyozas, grafok

~ S | Készlet: haromszog

%4/ e %'9 Tovabbi eszkozigény: papir, szines ceruza
07170 Nyelv: magyar

A feladat leirasa:

A készletben 6 haromszog van, amelyek alapszine piros. Kett6 hidanyzik. Megtaldlod 6ket? Rajzold le és

jelold a neviiket!

AAAAL

A feladat megoldasa, megoldasok:

H
P |
s |

gﬁ

HREN

E

] [~
[~] []
(=] [

Név: HPSKZ Név: HPSZK

El6zetes ismeret:

Tanari ajanlas:
Erdemes ezt a feladatot elvégezni, miel6tt a fa-diagramot tanuljak. Az ilyen tipusu feladat alkalmas lehet a

fa-diagram fogalmanak bevezetésére.




Fokozat A / Korosztaly 8-10

N 4 s - e
$ Q 4:!(‘., Téma /Altémak: osztalyozas, grafok
= ﬁm S | Készlet: kor
2 N

o;,/ e Tovabbi eszkdzigény: papir, szines ceruza

>
OryyHo® Nyelv: magyar

A feladat leirasa:

A készletben 6 kor van, amelyek alapszine kék. Kettd hidnyzik. Megtaldlod 6ket? Rajzold le és jelold a

neviket!

A feladat megoldasa, megoldasok:

el = O E O [F
I R I I I R Y e

Név: OKSzZP Név: OKPZS

ElGzetes ismeret:

Tanari ajanlas:
Erdemes ezt a feladatot elvégezni, miel6tt a fa-diagramot tanuljak. Az ilyen tipusu feladat alkalmas lehet a
fa-diagram fogalmanak bevezetésére.




Fokozat B / Korosztaly 8-10
SN i . R
§ Q d(‘, Téma /Altémak: osztalyozas, grafok
~ ‘m S | Készlet: négyzet
=4 Q b . .
o;,/ e ,;\ Tovabbi eszkozigény: papir, szines ceruza
01190 Nyelv: magyar

A feladat leirasa:

A készletben 6 négyzet van, amelyek alapszine sarga. Kett6 hianyzik. Megtalalod 6ket? Rajzold le és jeldld a
neviiket!

A feladat megoldasa, megoldasok:

Név: NSPKZ Név: NSPZK

ElGzetes ismeret:

Tanari ajanlas:
Erdemes ezt a feladatot elvégezni, miel6tt a fa-diagramot tanuljak. Az ilyen tipusu feladat alkalmas lehet a
fa-diagram fogalmanak bevezetésére.




Fokozat AB / Korosztaly: 9-12

N o
N ®, | Téma /Altémak: kombinatorika, leszamlalés
~ "é Készlet: a készlet ismerete el6tt
2 S

-E,as,,,us+ Tovabbi eszkozigény: papir, szines ceruza

OryyHo® Nyelv: magyar

A feladat leirasa:

A haromszog, kor, négyzet alapelem rajza adott: piros, kék, zold, és sarga szinnel szineziink. Minden elem
kiilonb6z6, és minden elemen mind a 4 szin szerepel. Hany elembdl all a készlet, ha az 6sszes lehetséges
elemet tartalmazza? Ha tudod szinezés nélkil, szamold kil

Ha nem tudod kiszamolni, szinezd ki az abrakat! (Lehet, hogy tobb dbra van, mint ahany megoldas)

AVAVAVAVAVAVA
AN AN AN A A A A

AVAVAVAVAVAVA
AVAVAVAVAVAVA

WAL
WAL

WAL APAY
AP
1404 0o 040404 0
hdhdhdbibhdbdbe
Trﬁrﬁririririr
Hdbdhdbdbdhdae




A feladat megoldasa, megoldasok:

AbAbLA
AbdAALAN

CAAAAAAN
AbdAALAL A

A A A AT
A 1 L ANAS
299999
Q0@

Szamoldssal: 4 kiilonb6z6 mezé van, mindegyiken egymastdl fliggetlenlil hasznalhatjuk a szineket, de
minden szint csak egyszer: 4x3x2x1=24 elembdl all a készlet.

El6zetes ismeret:
16, ha kevesebb alapelembdl (6-12) allé halmazok elemeinek rendszerezésében, felsoroldasaban mar van a
gyerekeknek tapasztalata.

Tanari ajanlas:

A feladatnak a készlet kiosztasa el6tt van értelme, amennyiben igy szeretnénk bevezetni a készlettel vald
foglalatoskodast. A gylijteményben fogunk latni erre vonatkozdan mas lehet6ségeket is. Természetesen a
tanar maga valasztja meg, milyen mddon ismerteti meg didkjait a készlettel.




Fokozat B / Korosztaly 10-14

N . - o
§ 4:!“., Téma /Altémak: osztalyozas, grafok
= S | Készlet: haromszog, kér, négyzet
) 2

Tovabbi eszkozigény: papir, szines ceruza

% | [——
Nyelv: magyar

o1 vo‘\°

A feladat leirasa és megoldasok:

Ellenérizziik, hogy minden egyes készletben hany, és milyen darab van!
Készlet: H-haromszog; O-kor; N-négyzet

Szin: P-PIROS; Z- ZOLD; K-KEK;

Példak az elnevezésre:

AW

Hzskp Okzps NPKSz

A feladat megoldasa, megoldasok:

.\

Készlet: H-haromszog; O-kor; N-négyzet

z S K P Z S K
N g B L A N A SRV
K S zZ Sz K KS P S K ZS P SPZ Z KPKPZ
vV vV VYV VYVY vVVY v VY VVYVY VvV VYV VYV
S K S Z Kz S K S P P S ZSPzZP K ZK Pz P
Az alapelemek:... PZKS [ ]; ...PZSK [];..PkzS [];..PKSZ [];..PSZK [];..PSKZ []

.. ZPks [1; ..zpsk [1;..zxkps [;..zksp [1;..zspk [1;..zskp []

..kpzs [1;..kpsz [1;..kzps [1;..kzsp [1;..kspz [];..kszp []

..SPZK []; ..SPKZ [;..SZPK [];..SZKP [];..SKPZ [];..SKzP []

A hidnyzdé haromszog alapelemek / Piros: HPKSZ, HPZKS; Sarga: HSPKZ, HSKPZ; Kék: HKZPS, HKSPZ
A hianyz6 kér alapelemek / Piros: OPZKS, OPKSZ; Sarga: OSPZK, OSZKP; Kék: OKSZP, OKZSP
A hianyzo négyzet alapelemek / Piros: NPZKS, NPKZS; Sarga: NSPZK, NSKPZ; Kék: NKSZP, NKZSP

Tanari ajanlas:

A Poliuniverzum elemeinek osztalyozasanal szamtalan feladatot adhatunk fel a gyerekeknek.

A hozzarendelt feladatlapokat el6szor probaljak a készletek kirakdsa nélkil megoldani. Ebben az esetben a
legjobb, ha egy fa-graf feldllitasdra motivaljuk a tanuldkat. A fa-graf elnevezést indokolhatjuk a fak hasonlé
szerkezetével, beszélhetlink gyokér és levél elemekrél. A fa-grafot 6sszefliggésbe hozhatjuk mas, a termé-
szetben el6forduld, hasonld formakkal, mint példdul az érrendszeriink, tidénk, stb. A feladattal kapcso-
latban beszélhetiink a tanuldk életkoranak megfeleld szinten a fraktalokrol. A feladat megolddsa utan a
tanuldék hasonld, fa-graf segitségével szemléltethets feladatokat taldlhatnak ki és adhatnak fel egymasnak.




Q\“ERSE 2 Fokozat B / Korosztaly: 10-14
S d(‘, Téma /Altémak: kombinatorika, algoritmus
% (ﬂm § Készlet: négyzet
9'4/ [ A Tovabbi eszkozigény: papir, ceruza
Or1y0® Nyelv: magyar

A feladat leirasa:

Tekintslik a kovetkez6 négyzetet:

a) Hany kilonb6z6 médon lehet kiszinezni, ha a tiikrozéssel és elforgatassal egymasba vihetd
eseteket nem kilonboztetjiik meg?

b) Hany kiilonb6z6 mddon lehet kiszinezni, ha az elforgatassal egymdsba vihetd eseteket nem
kiilonboztetjik meg, de a tiikrozéssel egymasba vihet6ket igen?

c) Hany kilonb6z6 mdédon lehet kiszinezni, ha a tiikrozéssel és elforgatdssal egymasba viheté
eseteket is megkiilonboztetjuk?

A feladat megoldasa, megoldasok:

a) Harom lehetséges kiszinezés van: az dbran lathatd, ha a sarga négyzettel szemben a piros,
IIl. ha a z6ld négyzet van.

b) Egy négyzetnek négy szimmetriatengelye van, a két atld és a két kozépvonal. Mind a 4
szimmetriatengelyre tikrozhetjik az el6z6ekben kapott 3 négyzetet, igy a valasz 15.

c) Egy négyzetet 90°, 180°, 270°-0s forgatdssal vihetliink 6hmagdba, ha az identitastol eltekintiink.
igy mind a 3 a) pontbeli esetbdl Gjabb 3-3 eset keletkezik. ez 6sszesen 15 + 9 = 24.

El6zetes ismeret:
Tengelyes tikrozés, elforgatas

Tanari ajanlas:

Erdemes a feladat megkezdése el6tt megvizsgalni a Poliuniverzum négyzet alapformat és megkérdezni,
hogy az dbran lathatd négyzet milyen leegyszer(sitése a Poliuniverzum négyzetnek. A valasz az, hogy itt a
méretekkel nem torédiink csak a szinekkel, a lyuk az alapelem szinét kapja. Pontosabban ugy képzeljlk,
hogy a Poliuniverzum minden cstcsanadl taldlhatd négyzete azonos méretd, és a lyukbdl is ugyanakkora
négyzetet készitiink, amelynek szine az alapelem szinével egyezik meg.

A fentiek miatt ezzel a négyzettel a Poliuniverzum azonos szin( illesztéseit vizsgalhatjuk.

Egy ilyen tipusu feladat elsé |épés azon az Uton, amikor mar azt vizsgdljuk, hogyan tudnank algoritmust
feldllitani az 6sszes lehetséges elrendezés kiszamoldsahoz, egy szabdlyszerlség (most az azonos szind
illesztések) alkalmazasaval.




Fokozat B / Korosztaly: 10-14

§' &, | Téma /Altémak: kombinatorika, algoritmusok
r S | Készlet: négyzet
o
o -Emmus"s Tovabbi eszkozigény: papir, ceruza
Or1yoW Nyelv: magyar

A feladat leirasa:

Az aldbbi harom sorban a Poliuniverzum leegyszertsitett modellje taldlhatd, a |éptékvaltasos szimmetria
nélkil, csak a szinekre koncentralva. Pontosabban ugy képzeljik, hogy a Poliuniverzum minden csucsnal
taldlhatd négyzete azonos méretd, és a lyukbdl is négyzetet készitlink, amelynek szine az alapelem szinével
egyezik meg.

o
o
|
o
+
~
o
|
~
+

N

A fenti meghatdrozas alapjan készits megfeleltetést a modell és a Poliuniverzum elemei kézott.

Rakd ki az elrendezést a négyzet készletbdl!

Milyen szabalyossagot, rendszert veszel észre a modell egy-egy sordban levé elemeknek megfeleltetett
Poliuniverzum alapelemek koz6tt?

A feladat megoldasa, megoldasok:

"I T
B By
w . (T

o B
a b N

A rendszer a kdvetkez6: minden sorban pontosan 2 elem alapszine egyezik meg, 2 azonos szin( nagy,
kdzepes és pici négyzet van.

ElGzetes ismeret:

Tanari ajanlas:

Egy ilyen tipusu feladat elsG |épés azon az Uton, amikor mar azt vizsgdljuk, hogyan tudnank algoritmust
feldllitani az 6sszes lehetséges elrendezés kiszdmoldsahoz. Jelen esetben az azonos szin( illesztések a
csucsokban szabalyszerlség alkalmazasahoz.




Fokozat BC / Korosztaly: 12-18
N , - o .
§ d(‘., Téma /Altémak: kombinatorika, algoritmusok
~ S | Készlet: négyzet
o S b ook Eia by i N
o;,/ -mmm&’ Tovabbi eszkozigény: papir, ceruza, szdmologép
Or 1y Nyelv: magyar

A feladat leirasa és megoldasok:

1. Rakj ki véletlenszerlien egy 5x5-6s négyzetet teljes illesztéssel, kozepén lyukkal! Vajon hanyféle
elrendezés lehetséges ezzel a szabalyszer(iséggel? / Ebben a feladatban szerepl§ 5x5-6s elrendezés lyukkal,
véletlenszer(i lerakasat még ki lehet szamolni. Egy alapelemet 8 féleképpen tudunk lerakni, a 24-et 8%
féleképpen. Ha az 0sszes lehetséges elrendezési alakzatot meg akarjuk kapni, akkor a kivalasztott elemek
sorrendjét is figyelembe kell venni, vagyis 8°'x24! lehetdség van.

2. Rakd ki az alakzatot azonos méretl(i illesztéssel a csticsoknal!

3. Rakd ki az alakzatot azonos szin( illesztéssel a csicsoknal! Milyen alakzatban tudod lerakni ezzel a
szabalyszer(iséggel az 6sszes alapelemet? / Azonos szinli illesztéssel a kbzépen lyukas 5x5-6s négyzetre
eddig nem talaltunk megoldast, a sejtésiink az, hogy nincs megoldas, a bizonyitashoz algoritmus felallitasa
szlikséges. Lancban, vagy szabalytalan nyitott alakzatban le tudjuk rakni azonos szin( illesztéssel a teljes
készletet. (Lasd 313_AB feladatlapon)

4. Rakd ki az alakzatot azonos szini és azonos méreti illesztéssel a csicsoknal. Milyen alakzatban tudod
lerakni ezzel a szabalyszer(séggel az 6sszes alapelemet? / Azonos méret(i és azonos szin( illesztéssel eddig
nem taldltunk megoldast, a sejtéslink az, hogy nincs megolddas, a bizonyitashoz algoritmus felallitasa
szlikséges. Lancban vagy szabdlytalan nyitott alakzatokban le tudjuk lerakni, mint az alabbi abran lathato.




5. Rakd ki az alakzatot Ugy, hogy az illesztésnél a méret és a szin eltérjen a csticsoknal!

6. Van-e akkor is megoldas, ha az alapelem sarkain Iév6 lyuk helyett az alapelem szinét vesszik figyelembe
az eltérésnél? / Igen van megoldas (Lasd 412_C feladatlapon 1évé abra).

Tanari ajanlas:

Ennél a feladatsorndl nagyon sok lehetdség van még kombinatorikai feladatok kitalalasara. Erdemes kisebb
szabalyos alakzatok kirakdsaval kezdeni. Reméljiik, hogy a didkok koziil sokan kedvet kapnak, hogy a
bonyolultabb esetek kirakdsaval is megprébdlkozzanak. A szabalyszer(iségek (azonos szin(, azonos szind és
méretl illesztések) alkalmazasanal a teljes készlettel kirakhaté alakzatokhoz ugy latjuk, mindenképpen
algoritmus feldllitasa sziikséges, hogy a kérdésekre kielégit6 valaszt kapjunk.




ERSE o Fokozat BC / Korosztaly: 10-18
Q ¢, | Téma, Altémaék: Grafelmélet, Hamilton-ut
>i = . . e
ﬁi o | Készlet: haromszog, kor, négyzet
o K

4, [ p— &’ Tovabbi eszkozigény:

I Nyelv: magyar

A feladat leirasa:

Helyezd egymasra a teljes készlet elemeit azonos méretd illesztéssel ugy, hogy
1. bdarmely két szomszédos elem minden szinben kilénb6zzén!
2. barmely két szomszédos elem, valamint a legalso és a legfelsé is minden szinben kiilonb6zzon!
3. barmely két szomszédos elem pontosan két szinben kilénb6zzoén!
4. barmely két szomszédos elem, valamint a legalsé és legfelsé is pontosan két szinben kiilonb6zzon!

A feladat megoldasa, megoldasok:

A feladatok megoldhaték, szamtalan konstrukcid koziil egyet-egyet aldbb [athatunk:

Tanari ajanlas:

Gondoljuk végig, hogy hogyan is nézhet ki az ehhez a feladathoz kapcsolodé graf! A graf csdcsai a
Poliuniverzum elemek, két csucs kozott akkor vezet él, ha az elemek a megfelel6 mdédon egymasra
helyezhet8k. Mekkora egy pont fokszama, és mennyi éle van? Erdemes lehet a feladat mellett
megismerkedni olyan problémakkal, amelyek hasonlé problémakra vezethetdk vissza, példaul: be lehet-e
jarni egy sakktabla 6sszes mez6jét huszarral, hogy ugyanoda térjlink vissza; az utazo ligynok probléma. A
Hamilton-utak és kérok keresése egy grafban a grafelmélet egyik kiemelked6 problémadja.




QERSE , Fokozat C / Korosztaly: 14-18
SN , o o j )
S d(‘, Téma /Altémak: kombinatorika, algoritmus el6zetes
o (ﬂm S | Készlet: négyzet
o
o R Tovabbi eszkozigény: papir, ceruza

% BBl erasmus+

OryyHe® Nyelv: magyar

A feladat leirasa:

|

|
o
+
~
o

A fenti abran a Poliuniverzum leegyszer(sitett modellje lathaté. A sorokra valé felosztas az alapjan tortént,
hogy a kiilonb6z6 sorokban taldlhatd elemek sem elforgatdssal, sem tengelyes tiikr6zéssel nem vihet6k
egymasba. Az egy sorban lathatd elemek az els6 elembdl 1, 2 vagy 3 tengelyes tlikrozéssel szarmaztathatdk.
Az elemek felett a vonalak a tengelyek irdnyat mutatjak.

A fligg6leges vonalka a négyzet fligg6leges kozépvonalara, a vizszintes vonal a négyzet vizszintes
kozépvonalara, a ferde vonal a megfelelG irdnyu atléra valo tikrozést jelenti. A + jel a két kbzépvonalra vald
egymas utani tiikrozést mutatja, hasonldan a tobb vonal esetén is a megfelel6 iranyud tikrozéseket egymas
utan kell végrehajtanunk.

Keresd meg a sor els6 elemébdl elforgatdssal keletkez6 eseteket, és bizonyitsd be, hogy a megfelel6 elem
folé rajzolt tengelyes tiikrozések egymasutanja valéban az adott elforgatast adja!

A sorok utolsé eleme f6lé rajzolt tengelyes tiikrozések egymasutdnjat hogyan tudjuk leegyszer(siteni?

A feladat megoldasa, megoldasok:




Az abrardl leolvashatd, hogy két metsz6 és egymassal a + B szoget bezard tengelyre vonatkozo tiikrozés
egymasutanja mindig helyettesithet6 egy O pont (O = f n g) korili 2-(a + B) sz6gl elforgatassal.
Megforditva is igaz: Barmely O pont koruli, y sz6g(i elforgatds helyettesithetd két tengelyre vonatkozd
tukrozéssel, ha a tengelyek O-ban metszik egymast és bezart sz6giik v/2. Ettdl eltekintve a tengelyek
tetsz6legesek lehetnek.

Ennek megfelel6en a sorok 4. eleme az els6b6l 180°-0s, a 6. eleme 270°, 7. eleme 90°-o0s elfogatdssal
szarmaztathato.

A sorok utolsé elemének harom tiikrozése egyetlen tengelyes tiikr6zésre redukalhatd, amelynek tengelye a
négyzet bal felsé csucsabdl a jobb alséba vezetd atlé.

El6zetes ismeret:
Sikbeli egybevagdsagi transzformaciok.

Tanari ajanlas:

A kilonb6z6 transzformdacidk kapcsolatat konnyebb el6szor a konkrét példakon megérteni, és utdna
alkalmazni az altalanos bizonyitdsokat.

A feladat annak ellenére, hogy geometriai tartalmu a grafok és algoritmus fejezetbe keriilt, mert

a Poliuniverzum leegyszer(sitett modelljével, algoritmus kidolgozdsat segit6 el6zetes feladat
jelolésrendszerét segiti megérteni, attekinteni.




QERSE , Fokozat C / Korosztaly: 14-18
Sy | rose™ .
S d(‘., Témak: kombinatorika, algoritmus
~ ‘M S | Készlet: négyzet
o o
r-9 ~

4/0-&“"‘us+ N Tovabbi eszkozigény: szamitégép, Excel tablazat
AL\ Nyelv: magyar

A feladat leirasa:

A kovetkez6 feladat a Poliuniverzum egyszer(sitett modelljével késziilt a [éptékvaltasos szimmetria nélkil,
csak a szinekre koncentralva. Pontosabban ugy képzeljik, hogy a Poliuniverzum minden csucsnal talalhaté
négyzete azonos méret( és a lyukbdl is négyzetet készitiink, amelynek szine az alapelem szinével egyezik
meg.

Most nem a Poliuniverzum kirakdsaval, hanem szamitégépen dolgozunk.

Nyissuk meg az Excel fajlt!

sz
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1. Toltsuk ki a lenti négyzetet gy, hogy az érintkez8 sarkokon mindig azonos szinek legyenek!
(Lasd a példat.) A fenti elemek tébbszor is felhasznalhatdk, de az azonos sorban lévék 6sszesen
legfeljebb nyolcszor szerepelhetnek!

2. Toltsuk ki a lenti négyzetet ugy, hogy az érintkez6 sarkokon mindig kilonb6z6 szinek legyenek!
A fenti elemek tobbszor is felhasznalhatdk, de az azonos sorban lévék 6sszesen legfeljebb nyolcszor
szerepelhetnek!

A 24 négyzet kozll a sziikségeseket mindig masolassal tegyik a kitdltendd alakzat megfeleld helyére!

A feladat megoldasa, megoldasok:

A kép egy lehetséges megoldast mutat, de mar nem a leegyszer(sitett modellel, hanem a
Poliuniverzummal. Az elemek megfeleltetése az el6z6, 408_B lapon leirtaknak megfeleléen tortént.




ElGzetes ismeret:

Tanari ajanlas:

A feladatot a Poliuniverzum analdg eszkozzel is modellezhetjlik. Ebben az esetben az alapelemek kézéps6
mezbjének szinével kalkuldlunk, a lyuk helyett.

Excel tablazatban is meg lehet rajzolni, és az eredményt vizualisan megjeleniteni.




Fokozat C / Korosztaly: 14-18
Témak: kombinatorika, algoritmusok
Készlet: négyzet

o;,/ [ Tovabbi eszkozigény: szamitégép, Excel tablazat
I Nyelv: magyar

A feladat leirasa:

A kovetkez6 feladat a Poliuniverzum egyszerdisitett modelljével késziilt, a 1éptékvaltasos szimmetria nélkiil,
csak a szinekre koncentrdlva. Pontosabban ugy képzeljik, hogy a Poliuniverzum minden csucsnal talalhaté
négyzete azonos méret(, és a lyukbdl is négyzetet készitlink, amelynek szine az alapelem szinével egyezik
meg.

Most nem a Poliuniverzum kirakéval, hanem szamitégépen dolgozol.

Nyisd meg az Excel f3jlt!

A lenti négyzet-sorozat a piros, sarga, zold és kék 6sszes lehetséges szinkombinacidit tartalmazza.
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1. Toltsd ki a lenti alakzatot Ugy, hogy az érintkez6 sarkokon mindig azonos szinek legyenek!
(Lasd a példat.) A fenti elemek tobbszor is felhasznalhatok, de az azonos sorban lévék 6sszesen
legfeljebb nyolcszor szerepelhetnek.

N

Toltsd ki a lenti alakzatot ugy is, hogy az érintkez6 sarkokon mindig kiilonb6z6 szinek legyenek!
A fenti elemek tobbszor is felhaszndlhatdk, de az azonos sorban l1évék 6sszesen legfeljebb nyolcszor
szerepelhetnek.

A 24 négyzet kozil a szliikségeseket mindig masoldssal tegyik a kitoltend6 alakzat megfelel§ helyére.




A feladat megoldasa, megoldasok:

A kép egy lehetséges megoldast mutat, de mar nem a leegyszer(sitett modellel, hanem a
Poliuniverzummal. Az elemek megfeleltetése az el6z6 408 B lapon leirtaknak megfelel6en tortént.

El6zetes ismeret:

Tanari ajanlas:

A feladatot a Poliuniverzum analdg eszkozzel is modellezhetjlik. Ebben az esetben az alapelemek kézépsé
mez6jének szinével kalkuldlunk.

Excel tablazatban is meg lehet rajzolni, és az eredményt vizualisan megjeleniteni.




Fokozat C / Korosztaly: 14-18
N v
§ d(‘., Téma /Altémak: kombinatorika, algoritmusok
~ S | Készlet: négyzet (2 készlet)
o o L .
o;,/ e 'b'\ Tovabbi eszkozigény:
01190 Nyelv: magyar

A feladat leirasa és megoldasa:

Feladatok dupla csomag négyzettel:

1. ElsG lépésben a két teljes készlet (2x24=48 alapelem) felhasznalasaval, teljes illesztéssel rakj ki
véletlenszer( elrendezésben, egy nagyobb 7x7-es négyzet alakzatot, kozépen lyukkal.

2. Rendezd at ugyanazt az alakzatot, hogy méretazonos teljes illesztéssel kapcsolddjanak az elemek. / Az
elsé két feladatot tekintsiik bemelegitésnek. Nem jelenthet gondot alsds gyerekek szamara sem.

3. Rendezd at ugyanazt az alakzatot, hogy szinazonos teljes illesztéssel kapcsolddjanak az elemek. / Eddig
feln6tt és kdzépiskolas csoportokkal probalkoztunk, és nem talaltunk megoldast alkalmanként tobb 6ras
probalkozas ellenére sem.

4. Rendezd at ugyanazt az alakzatot, hogy szin- és méretazonosan, teljes illesztéssel kapcsolddjanak az
elemek. / Ugyancsak feln6tt és kdzépiskolds csoportokkal probalkoztunk, és 6sszesen két megoldast talal-
tunk a szin- és méretazonos illesztésre, de nem kozépen elhelyezkedd lyukkal. Szamitdgépes algoritmussal
mar bizonyitott, hogy matematikai értelemben egy megoldas valdban lehetséges. Természetesen a szinek
és méretek permutdcidjaval és tiikrozéssel tovabbi, vizualisan masként értelmezhet6 elrendezések
kaphatdk. Ebbdl adddik a latvanyban tobb megoldas lehet6sége. Lasd dbra lent.




5. Ha az el6z6 feladatra nem talaltal egykénnyen megolddst, akkor a 6x8-as zart négyszog alakzattal
probalkozz tovabb, ugyanezzel a szabalyszerlséggel! / Az utolso feladat konnyebb az el6z6 feladatnal,
de ugyancsak prébdra teszi a jatékosokat, csoportban is 1-2 drat lehet kalkulalni a megoldasra.




El6zetes ismeret:
Kombinatorika, programozas

Tanari ajanlas:

Ezek a feladatok minden esetben tobb 6rat vehetnek igénybe, ezért leginkdbb szakkdrdkre vagy kotetlen
foglalkozasokra ajanlottak. Ennél a feladatsornal nagyon sok lehet6ség van még kombinatorikai feladatok
kitaldlasara. Esetleg a didkok koziil is sokan kedvet kaphatnak ra. Erdemes kisebb szabalyos alakzatokkal
kezdeni a szamitasokat, és kézdsen elgondolkodni, hogy milyen koncepcio alapjan lehet elkezdeni egy
esetleges algoritmus felallitasat.

A teljes dupla készlettel kirakhatd, szabalyszer(iségekhez kotott alakzatokhoz mindenképpen algoritmus
feldllitasa sziikséges, hogy a kérdésekre megnyugtato valaszt kapjunk és pontosan megtudjuk a lehetséges
megoldasok szamat.




Fokozat C / Korosztaly: 14-18
N , - o .
S d(‘, Téma /Altémak: kombinatorika, algoritmusok
| -'c‘:: Készlet: hdromszog
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A feladat leirasa:

A

Rakj ki 3 haromszog alapelembdl csucsillesztéssel egy nagyobb haromszoget kdzepén egy lyukkal agy, hogy
a kisebb formak a csticsokon szin- és méretazonos illesztéssel kapcsoldédjanak egymashoz! Hany ilyen
haromszoget lehet kirakni?

A feladat megoldasa, megoldasok:

AAAAAA
AAAAAA

AbAAAAA
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A fels6 négy sorban a készlet elemei lathatok.

A Ak &b &%AD A




ElGszor kivalasztunk egy tetszGleges alapelemet. Ez most az elsd sorbdl az elsé. A kivalasztott haromszog
mindharom oldaldhoz csatlakoztathatunk még két haromszoget a kivant médon.

1. Nagy kék, kozepes z6ld — 5. sor.
2. Nagy kék, pici sarga — 6. sor.
3. Kozepes z6ld, pici sarga — 7. sor.

A masodik elemet az egyik csucshoz illesztjiik, az 5. és 6. sorban ez a nagy kék, a 7. sorban a kozepes z6ld
haromszog. A masodik elem valasztasara mindig 5 lehet6ség adddik, az elsé elemmel azonos alapszin(
elembdl (itt piros) egy, a masik két, a csucs illesztés haromszogétdl eltér6 alapszinli elembdl kettd.
Harom Iényegesen kiilénb6z6 eset fordulhat el a harmadik elem valasztasanal:

1. Nem tudjuk egy harmadik elemmel befejezni a kirakdst. Ez akkor lehet, ha a harmadik alapelemet
két azonos szinl és kilonb6z6 méretld haromszoghez kellene illeszteniink a csicsoknal, pl. 5. sor 1.
és 6., 6.és 7.sor 1. és 3. kirakas.

2. Csak egyféle harmadik elemet tudunk valasztani. Ez akkor fordul el6, ha a mar lerakott két alapelem
kozo6tt van olyan, amely tartalmazza azt a két szinben és méretben azonos hdaromszoget a
csucsoknal, amihez a harmadik haromszoget illesztentink kell, pl. 5. sor 2., 5., 6. sor 2. 4., és 7. sor 2.
4. kirakas.

3. A harmadik elemet kétféleképpen tudjuk kivalasztani. Ez akkor fordul el6, ha a mar lerakott két
alapelem ko6z6tt nincs olyan, amely tartalmazza azt a két szinben és méretben azonos haromszoget
a csucsoknal, amihez a harmadik haromszoget illeszteniink kell, pl. 5. sor 3., 4., 6., és 7. sor 5. 6.

igy 12 haromszoget kaptunk, ezek mind kiildnbdz6k. Szimmetria okok miatt barmelyik hdromszégbdl
kiindulva 12 eset addédik, ez 24x12, de mivel minden lyukas haromszog alakzatban 3 haromszog fordul elg,
ezért minden esetet haromszor szamoltunk, az el6z6 szorzatot el kell osztanunk 3-mal.

igy egy készletbdl (24x12):3=96 kiilonb6z8 lyukas haromszog rakhatd ki, ha a kirakott alapelemeket mindig
visszatessziik a készletbe.

Masik gondolatmenet: Minden hdromszogben egy nagy, egy kozepes és egy pici haromszoégparnak kell
illeszkednie kilénb6z6 szinben. Rendszerezziik az eseteket az illeszked6 nagy haromszogek szerint. EIGszor
szamoljuk meg azokat az eseteket, amelyekben a nagy haromszog sdrga. 6 ilyen alapelem van, 2 piros, 2

6
z0ld, 2 kék alapszin(. Ez a 6 alapelem (2) = 15 féleképpen parosithatd. Minden haromszogpart
kétféleképpen illeszthetlink 6ssze a nagy sdrga haromszoget tartalmazo csucsanal fogva lgy, hogy egy
harmadik haromszoggel a kivant alakzatot tudjuk létrehozni. Az alabbi dbran ez lathato:

AA V7

Ha két azonos alapszinl elemet illesztlink 0ssze a sdrga nagy haromszognél fogva, soha nem tudunk
hozzdajuk tovabbi hdromszoget illeszteni, mert a két szabad csicsnal mindig azonos szin( kozepes és pici
haromszogek lesznek. Ilyen parositds 3 van. Tehat a tovabbiakban mar csak 12 esettel szdmolhatunk.

AA AA




Ha az alapszin eltéré két kiilonbozd eset johet létre:

1. Mindkét illesztésnél pontosan egyféleképpen valaszthatjuk meg a harmadik alapelemet, hogy a
kivant format hozzuk létre. Ez akkor jon létre, ha a két szabad csucsndl el6forduld kdzepes és pici
haromszog szinben azonos mdédon mar a két kivalasztott alapelem valamelyikén megjelenik.

2. Azegyikillesztésnél nem tudjuk kiegésziteni a két alapelemet egy harmadikkal a megfelel6 formara,
a masiknal kétféleképpen is sikertil. Ez akkor fordul el6, ha a két alapelem szabad csucsaira
illeszkedik egy azonos szind pici és kozepes haromszog. Itt nem tudjuk befejezni a mintat. A masik
elrendezésnél a harmadik alapelemet kétféleképpen valaszthatjuk meg, a két szabad cstcsnal

el6forduld kdzepes és pici haromszog szinben azonos médon nem jelenik meg a két kivalasztott
alapelem valamelyikén.

sh A B

Tehdt az egy cstcsnél nagy sarga haromszoggel illeszkeds esetek szdma 2x12=24. gy dsszesen a négy szin
figyelembevételével az 6sszes kirakhato esetek szama 4x24=96.

ElGzetes ismeret:

Tanari ajanlas:

A feladatra egyszer( képlet nem adhaté meg, fontos, hogy a megoldast valamilyen rendszer szerint allitsuk
Ossze. A feladat a kdvetkezs feladatlapon megadott médon kddolt elemekkel programozhaté, erre késziilt
folyamatabra a 416_C feladatlapon. Ez a feladat is rémutat arra, hogy a bonyolultabb esetekre fontos
algoritmust késziteni, programot irni.




QERSE y Fokozat C / Korosztaly: 14-16

Téma /Altémak: kombinatorika, algoritmusok
Készlet: haromszog
Tovabbi eszkozigény: papir, ceruza, szamitdgép

Nyelv: magyar
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A feladat leirasa:

Rakj ki 3 haromszog alapelembdl csucsillesztéssel egy nagyobb hdromszoget kozépen egy lyukkal gy, hogy
a kisebb formak a csticsokon szin- és méretazonos illesztéssel kapcsoldédjanak egymashoz.

A

1. Hany ilyen hdromszdget tudsz kirakni? [rj algoritmust a feladat megolddsara!
2. Ateljes készlet egyidej(i felhasznalasaval ki tudod rakni az 6sszes ilyen hdromszoget?

A feladat megoldasa, megoldasok:

2. Alenti dbra mutat egy megoldast a készlet egyszeri, ismétlés nélkili felhasznaldsaval.

A

1. Azalapelemeket az el6z6 feladatlapokon (példaul 401_A) leirtaknak megfelel6en kédoljuk és az

A(l) témbben taroljuk, | = 1 ... 24. Az algoritmus megkeresi a megfelel6en 6sszeilleszthetd alapelem-
harmasokat, és kdzben szamolja az esetek szamat. Lasd a folyamatabra mellékletet.

o A
‘ A
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ElGzetes ismeret:
Folyamatabrdk készitése

Tanari ajanlas:
Informatika éran, ha a tanulék tanulnak programozni, algoritmus-készitési feladatként adhat¢, és az

algoritmus alapjan kddolhaté is a tanult programnyelven.




C=
'

I:=1, J:=0, K:=0, SZ:=0
M1:=0, M2:=0, M3:=0,
H1:=0, H2:=0, H3:=0,
N1:=0, N2:=0, N3:=0

v

/. sean S
v

Stop

Ki: SZ szamu
megfeleld
haromszog van

M1:=A(l) masodik karaktere
H1:=A(l) harmadik karaktere
N1:=A(l) negyedik karaktere

v
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I:=l+1

/ Be+: s

M2:=A(J) masodik karaktere
H2:=A{J) harmadik karaktere
N2:=A(J) negyedik karaktere

Py

| K:=J+1

e
/ Be: AK) /
¥

= l=l+l

M3:=A(K) mdsodik karaktere
H3:=A(K) harmadik karaktere
N3:=A(K) negvedik karaktere

Y

(M1=M2/H1=H3/AN2=N3)
ViM1=M2/AH2=H3AN1=N3)
ViM1=M3/AH1=H2/N2=N3)
V{M1=M3AH2=H3AN1=N2)
ViM2=M3/H1=H3AN1=N2)
VIM2=M3/H1=H2AN1=N3)

.
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5 Komplex és vizualitas

A komplex és vizualitds fejezetre tobb okbdl volt szlikséglink. Egyrészt sziiletett néhany olyan
feladat, amelynek témaja egyik fejezetbe sem illett bele (példaul A-korosztaly tértek, sorozatok al-
kotasa szabaly alapjan, C-korosztaly oszthatdsag, teljes indukcid). Masrészt volt olyan feladat, amely
utan tobb kilonb6z6 témaba ill6 kérdést tettiink fel. Ezeket a feladatokat nem akartuk szétbontani,
mert igy alkotnak véleményiink szerint egy komplex egészet és igy vilagitanak ra a matematika tan-
targyon belili koncentracidjara.

A tantargyak kozotti koncentrdcid szép példaja egy a matematika és mivészet kapcsolatan alapulo,
platoni testekbdl kiinduld feladat, amely utaldsaival nagyon sok 6tletet ad a mivészeti kompozicidk
iranydba torténd kirdndulasra. Megmutatja a tudomany és mivészet elvalaszthatatlan, mindenutt
jelenlevé 6sszefondddasat, s6t a Poliuniverzum elemein keresztiil egy szigoruan vett matematikai
bizonyitassal is 6sszekapcsolhaté.

Ebbe a fejezetbe keriiltek az interaktiv GeoGebra fajlokat tartalmazo és Google Draw alkalmazason
alapuld feladatok, a Poliuniverzum miuivészeti hatterére visszautalo fraktal szerkezet( és 3D alkota-
sok, vizualis jatékok.

Itt vannak a készlettel torténd bevezetd, ismerkeds, memoriafejleszté feladatok, jatékok (dominé-
jaték a Poliuniverzummal), nyitott vég(i projektfeladatok, amelyek kollazs készitést, gazdasagos ter-
vezést igényelnek, de geometriai és szazalékszamitast is tartalmaznak.

Véglil itt talalhatdk a Tangram tipusu feladvanyok, amelyek az A- és B-korosztalyban egyarant b&sé-
gesen el6fordulnak. Ezeket a feladatokat kiléndsen azoknak a gyerekeknek ajanljuk, akiknek a
kreativitasat kell er6teljesebben fejleszteni. Egy-két feladat elvégzése utan motivalhatjuk a gyere-
keket, hogy taldljanak ki sajat elképzeléseket és ezt gyljtsék egybe, hogy az osztalynak sajat
“poliunis-tangram adatbankja” legyen.

&
e

N

AVA

A ' 4



S

S
SN

-



Fokozat A / Korosztaly A 6-10

Téma /Altémak: szabad jaték

Készlet: hdromszog, kor, négyzet

- ~ | Tovabbi eszkozigény: papir, szines ceruza

% | [—— %
OryyHo® Nyelv: magyar

A feladat leirasa:

Szabad jaték:

ABRO

1. Ebben a feladatban tetszés szerint hasznalhatod a készlet elemeit. A feladat célja, hogy megismerd
az elemeket: a szinlket, az alakjukat és a méretiket.
2. Rajzolj le a flizetedbe néhany olyan alakzatot (legalabb 2 elembdl), amelyet kiraktal.

A feladat megoldasa, megoldasok:

ElGzetes ismeret:

Tanari ajanlas:
Ezt a feladat a szabad jatékrdl és, a megismerésrél szdl, ezért célszer(i a legelején kiadni a legkisebb
gyerekeknek, amikor is el6szor talalkoznak a Poliuniverzum eszkozzel.
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Fokozat A / Korosztaly 6-10

Téma /Altémak: vizudlis memoria
Készlet: hdromszog, kor, négyzet
Tovabbi eszkozigény: szines ceruza

Nyelv: magyar

A feladat leirasa:

Vegyél ki véletlenszerlen 3 kilénb6z6 formaju alapelemet a készletekbdl!
Nézd meg mindegyiket alaposan, majd takard le 6ket, és szinezd ki ugyanuigy az dbrakat egymas utan
emlékezetbdl! Ismételd meg legaldbb hdromszor ezt a jatékot!

S

Hanyadik alkalommal sikerilt mind a harmat hibatlanul lerajzolnod?

000,

]

ElGzetes ismeret:

Tanari ajanlas:

A gyerekek akar csak maguknak, akar parhuzamosan egymasnak is feladhatjak ezt a feladatot. Addig
érdemes folytatniuk, amig hibatlanul reprodukaljak az alapelemeket. Egymast is ellenérizhetik.




ERSE o Fokozat A / Korosztaly: 6-10
Q d(‘., Téma /Altémak: vizudlis memoria
>L = . ‘ e
ﬁm o | Készlet: haromszog, kor, négyzet
=) 2

4/ [ p— &’ Tovabbi eszkozigény: interaktiv tabla

I Nyelv: magyar

A feladat leirasa:

Figyeld meg a felvillané képet (interaktiv tabla)!

A feladat megoldasa, megoldasok:

Mit abrazol a kép? / gomba

Milyen elemekbdl raktak ki? / haromszogek
Hany elemet hasznaltak fel? / 4 darab

Rakd ki emlékezetbdl!

El6zetes ismeret:

Tanari ajanlas:

Munkaforma: egyéni

Cél: geometriai tapasztalatszerzés, megfigyelés, memoria

6-8 éveseknek 5-6 elembdl 4lld, 9-10 éveseknek 6-8 elembdl alld képet vetitslink. Tobbszor ismételjik meg
kiilonbo6z6 alakzatokkal.




Fokozat A / Korosztaly: 6-10

SN 7 i - )
§ Q 4:!(‘., Téma /Altémak: algebra, tortek
%ﬁm S | Készlet: haromszog

R Tovabbi eszkozigény: ceruza

o% BBl erasmus+

O
OryyHo® Nyelv: magyar

A feladat leirasa:

Epitsd meg haromszog készletbdl a képen lathatd hatszoget!

A feladat megoldasa, megoldasok:

A szines hatszog 1 egészet ér. ird a képek ala, mennyit érnek a fehér, és mennyit a szines részek!

A

Fehér: 1 hatod Fehér: két hatod
Szines: 5 hatod Szines: 4 hatod

A v
£ AR

Fehér: 3 hatod, vagy fél Fehér: 3 hatod, vagy fél
Szines: 3 hatod, vagy fél Szines: 3 hatod, vagy fél

El6zetes ismeret:
Tapasztalat tortekkel: ketted, harmad, negyed

Tanari ajanlas:
Munkaforma: egyéni, paros. Cél: tapasztalatszerzés tortekkel — hatodok
Az Osszeillesztés modja nem szamit. A gyerekek jatsszak el a tortrészek elvételét!




Fokozat AB / Korosztaly: 6-14

$ 4:,, Téma /Altémak: vizudlis memoria
N (-:: Készlet: hdromszog, kor, négyzet
= o b e ,

o o | Tovabbi eszkozigény: papir, ceruza

% BBl erasmus+

Nyelv: magyar

IdGigény:

A feladat leirasa:

Parban dolgozzatok: rakjatok ki mindketten egy 3-4 elembdl all6 alakzatot, hogy a masik ne lassa! Majd
mutassatok meg egymasnak néhany masodpercre, és takarjatok le mindketten. Ezutan elsé korben
rajzoljatok le a nektek szdnt dbrat emlékezetbdl a papirra. Ha kész, ellenérizzétek le egymasét. Ha sikerdilt
folytassatok a jatékot ugy, hogy most a sajat készletetekbdl rakjatok ki a latottakat.

Hanyadik prébdlkozasra sikerilt hibatlanul lerajzolnod?
Hanyadik prébalkozasra sikerdlt hibatlanul kiraknod?

A feladat megoldasa, megoldasok:

Néhany osszeallitas:

&

4
]

>

<

-
%,

ElGzetes ismeret:

Tanari ajanlas:

A 3-4 alapelembdl all6 alakzat megfigyelése is mar komoly vizualis memariat igényel, nemcsak az egyes
elemek megjegyzése, hanem az egymdshoz képes valé elhelyezkedésiik is szamit. Ezért ez a feladat az
id6sebb korosztalyoknak is ajanlott.

Ezt a vizudlis memoria jatékot a gyerekek kivaldan jatszhatjak egymas kozott. Az egyik lehetéség ha
lerajzoljak a latottakat, a masik az egyszer(ibb, ha az egyik kivalaszt a sajat készletébdl néhany elemet és
lerak egy alakzatot, azutdan megmutatja és letakarja. Ezutdn a masik tanulé emlékezetbdl kirakja ugyanazt a
sajat készletébdl. Szamtalan lehetdség van 2,3,4...n elemmel jatszani, attdl fiiggben, hogy milyen nehézségi
fokozatot allapitunk meg. Mindezt addig érdemes jatszani, amig zokken6mentesen nem megy.




S®%
saull S

(-
% BBl erasmus+ %
Oryyy0®

Fokozat AB / Korosztaly: 6-12

Téma /Altémak: alkotds, vizudlis fantazia
Készlet: hdromszog, kor, négyzet
Tovabbi eszkozigény: papir, ceruza
Nyelv: magyar

A feladat leirasa:

Talaljatok ki rovid torténeteket a mar ismert Poliuniverzum (haromszog, négyzet, kor) alapelemek
segitségével. Alkoss egy érdekes alakzatokat Ugy, hogy a tarsad tudjon mesélni réla egy kiilonleges
torténetet. Ha sikerlt, akkor cseréljetek.

A feladat megoldasa, megoldasok:

ElGzetes ismeret:

Tanari ajanlas:

A vizudlis fantazia jaték két gyerek kozott folytathatd. Az egyik kirak egy dbrat, a masik pedig mesél hozza
egy torténetet és viszont. Néhdnyszor engedjiik ismételni a szerepcserét, amig élvezik a gyerekek.




Fokozat AB / Korosztaly: 6-14
Ne 2y . -
> Q d(‘., Téma /Altémak: geometrikus formaalkotas, szabad jaték
f‘o_. ‘m S | Készlet: haromszdg vagy négyzet
9'4/ I — ,;9 Tovabbi eszkozigény:
OryyHo® Nyelv: magyar

A feladat leirasa:

1. Vegylnk ki tetsz6leges szamu alapformat a készletbdl és ugy illessziik 6ssze azokat, hogy az éleknek
csak azonos szin(i szakaszai kapcsolédjanak egymdashoz.

2. llleszkedhetnek igy az alapelemek a teljes éleik mentén?

3. Azel6z6 szabdllyal illessziik 6ssze az 6sszes 24 elemet, és probaljunk kiilénb6z6 alakzatokat
[étrehozni.

A feladat megoldasa, megoldasok:

s A

Az alapelemek lerakasa teljes illesztéssel egy készlet esetén nem lehetséges, mivel nincs benne két azonos
alapelem.

ElGzetes ismeret:

Tanari ajanlas:

Ezt a feladatot barmelyik korosztallyal eljatszhatjuk, egyénileg és csapatban is jol mikodik. A haromszog,
vagy a négyzet formaval alkalmazzuk és igény esetén tobb készlet is beemelhet6 a jatékba. Ebben az
esetben lehetséges teljes illesztés is az azonos elemeknél. Egy alakzat kirakasa korosztalytdl figgéen 10-20
percet vehet igénybe. Minden esetben a geometrikus formaalkotas és a szabad jaték jut érvényre.




Fokozat AB / Korosztaly: 6-14

$ 14'@ Téma /Altémak: geometrikus formaalkotas,
N % szabad jaték, interdiszciplinaris kérdések
-

o
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Készlet: haromszog, kor, négyzet
Tovabbi eszkozigény:
Nyelv: magyar

A feladat leirasa:

Vegyes alapformadkkal valé épitkezés csapatban:

1/ Ennél a feladatnal induljunk ki a Poliuniverzum jaték emblémajabdl. Vizsgaljatok meg a harom
alapelemet. Miben kiilonbdznek, és miben azonosak? El&szor épitsetek egybe néhany elemet, majd egy
teljes készlet 24 haromszog és 24 kor alapformat valamilyen szabalyszer(iséggel. Térekedjetek szimmetrikus
alakzatok létrehozdasara és hasznaljatok el minden elemet.

2/ Préobaljatok egybeépiteni masik két (haromszog, négyzet), (négyzet, kor) alapformat, majd végiil mind a
harom eltérd alapformaval egyszerre dolgozzatok. Ismét torekedjetek a szimmetrikus alakzatokra és a
végén hasznaljatok fel minden elemet.

A feladat megoldasa, megoldasok:




.
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A harom alapelem szerkezeti kialakitasaban ugyan kiilonbozik, de a nagy, a kézepes és a pici formak aranyai
és szinelrendezése megegyezik. Ebbdl adddik, hogy az eltér6 alapformakkal egyiitt is tudunk épitkezni, és
egy adott szabdlyszerlség mindegyikre érvényes. Az 6sszes elem felhasznalasakor kiilonb6z6 megoldasok,
geometriai elrendezések lehetségesek.

El6zetes ismeret:

Tanari ajanlas:

Szabad jatékban az A-korcsoport is igen tevékeny tud lenni ebben a feladatban, ezért nekik is ajanlhatjuk,
de hamar belathatjuk, hogy inkabb véletlenszer(ien kapcsolgatjak majd egybe az eltér6 alapelemeket, nem
fognak tudni minden elemet szabalyosan elhelyezni. Ez inkabb az idésebb korcsoportoktdl (B, C) varhaté el.
Minden korosztalynal érdemes rakérdezni, hogy amit alkottak abban milyen hasonldsagot fedezhetiink fel a
természettel (pld. hokristaly, teknGsbékapancél stb.). Keressenek oOsszefliggést a kirakott alakzattal a
fizikaban, a kémidban, a csillagaszatban stb...




Fokozat B / Korosztaly: 10-14

Téma /Altémak: kombinatorika, geometria, Tangram
Készlet: hdromszog egy csomag

Tovabbi eszkozigény:

Nyelv: magyar

A feladat leirasa:

a) Rakd ki az alabbi dbrakat a haromszégekbdl! A teljes készletet hasznald fel.

b) Rakd ki Ugy, hogy azonos méretti illesztések mentén csatlakozzanak az elemek!

c) Rakd ki ugy, hogy azonos szin( illesztések mentén csatlakozzanak az elemek!

d) Rakd ki ugy, hogy azonos méret( és azonos szin( illesztések mentén csatlakozzanak az elemek!

A feladat megoldasa, megoldasok:

Az a), b), c) feladatoknak szamos megoldésa lehetséges, nehézséget a d) jelenthet. (Ennek is tébb
megoldasa van, itt mindegyikbdl egyet mutatunk)

v







ElGzetes ismeret:

Tanari ajanlas:

A Tangram tipusu feladvanyokkal altaldban 6rémmel foglalkoznak a gyerekek. Kiléndsen azoknak ajanlott,
akiknek a kreativitasat kell er6teljesebben fejleszteni. De tananyag kozi “lazitasnak” is tokéletes.

Egy-két feladat elvégzése utan motivalhatjuk a gyerekeket, hogy talaljanak ki sajat elképzeléseket és ezt
gyljtsék egybe, hogy az osztalynak sajat ,,poliunis Tangram adatbankja” legyen.




Fokozat B / Korosztaly: 10-14
Téma /Altémak: gondolkoddasi mddszerek, tortek,

N
S ¢ PR A
> . S szdzalékszamitas, teriletszamitas
- . (=]
%' ~ K Készlet: haromszog készlet(ek)
A Beniss iy, Tovabbi eszkozigény: papir, ceruza, vonalzé, korzé

(0)
200 Nyelv: magyar

A feladat leirasa:

Rakj ki haromszog elemekbdl olyan alakzatot, melyen a kilénb6z6 szinek teriletei egyelGek!
Hany haromszog alapelem felhasznalasaval siker(l?

e Le lehet-e rakni 3 elembdl?
e Lelehet-e rakni 4 elembél?
e Lelehet-e rakni 5 elembdl?
e Lelehet-e rakni 6 elembdl?
e Le lehet-e rakni 7 elembdl?
e Lelehet-e rakni 10 elembdlI?
e Lelehet-e rakni 11 elembdlI?

A feladat megoldasa, megoldasok:

3, illetve 4 elembdl megoldhaté. Errél 3, illetve 4 megfelel§ elem kivalasztasaval konnyen meggy6z6d-
hetlink. (A 3 elembdl all6 alakzat indoklasat lasd kés6bb!)

5 elembdl nem lehet. Legyen a legkisebb mez6 teriilete 1. Ekkor a mezék teriiletei rendre 1, 4, 16, 43, a
teljes elem terilete 64. Egy szinnek tehat az 5 lapon 6sszesen 5x16=80 egységnyit kell lefednie. Mivel csak
4 szinlink van 5 elemre, ezért mindegyik teriletbdl lesz legalabb kett6 azonos szinl. A 43-asbdl is, de ennek
teriilete igy 86 lenne, ami tobb 80-nal.

Nézzlk, hogy 7 elemet lerakva elérhet6-e, hogy a kiilonb6z6 szinek 6sszteriilete azonos legyen. Ehhez egy
64x7

szin terliletének = 112-nek kell Lennie. Egy tablazatba irjuk 6ssze, hogy ez melyik teriletbél hany
darabot jelenthet!

0 7 0 0

1 4

2 1

A tablazat egy sora mutatja, hogy melyik terliletbdl (hatszég, nagy-, kbzepes-, kisharomszog) hany darabnak
kell lennie, a sorok a kiilonb6z6 lehet6ségeket fedik le.

Ebbdl atszik, hogy 3 ilyen lehetGség van, ha hét elemet kell leraknunk az asztalra. Most ezekbél kell négy
szamnégyest kivalogatnunk az egyes szinekhez Ggy, hogy a megfelel6 részek darabszama pont 7 legyen.
Erre egy alkalmas konstrukcio:




Ez egy alkalmas konstrukcio, hiszen a megfeleld szinek 6sszteriilete mindegyiknek 112, illetve a megfeleld
elemszam a tertletekbél 7-7 (oszlopokban Iév6k 6sszege)

Mivel 8-ra (2 x4) és 9-re (3 x3) konnyd, ezért kovetkezének nézziik meg 10 elemre.
64x10

Egy szin terlletdsszegének = 160-nak kell lennie. Ezt is nézziik meg, hogy hogyan johet ki:

0 10 0 0
1 7 1 1
2 4 2 2
3 1 3 3

Most ezek alapjan valogassunk ki ugy négyet, hogy az oszlopokban Iév6 Gsszeg 10 legyen.

Erre itt egy alkalmas konstrukcié. lgaz lesz-e ez altalanosan is?
Nézziik meg n elemre.

Ekkor egy szin 6sszteriilete 6{% = 16n lesz. Ezt egy olyan tablazatba foglalhatjuk 6ssze, hogy

0 n 0 0
1 n-3 1 1
2 n-6 2 2
3 n-9 3 3

Az elsd sor vilagos, hiszen az 6sszteriilet 16n=nx16. Es mivel 43+4+1=16 x3, ezért 3-al csokkentve a 16-osok
szamat és 1-1-el novelve a 43; 4 és 1-esek szamat pont azonos teriletdsszeget fogunk kapni. Itt viszont
érdemes lehet 3 kiilénb6z6 részre osztani a feladatot, méghozza az n harmas maradéka szerint.
1) n=3k;
Ekkor a feladat készen van, mert a 3k a haromnak a tobbszordse, tehat a feladat 3-as csoportokba
téve megoldhaté.
2) n=3k+1;
Ekkor a tdblazatunk a kovetkez6képpen fog kinézni:

0 3k+1 0 0
1 3k-2 1 1
2 3k-5 2 2
3 3 3

3k-8




Ezekbdl pedig konny(szerrel készithetlink egy megfelel6 szindsszeallitast, hogy minden oszlopban az 6sszeg
3k+1 legyen:

Itt Iathatd, hogy k=0-ra az els6 sorban negativ érték keril az egyik mezébe, ami nem megengedett, vagyis
csak k>0-ra lesz igaz az allitas, ami azt jelenti, hogy n legalabb 4.
n=3k+2;

Hasonléképpen az el6z6ho6z:

0 3k+2 0 0
1 3k-1 1 1
2 3k-4 2 2
3 3k-7 3 3
k 2 k k

Ebbdl:

Itt [athatd, hogy az els6 sorban k=1-re és 0-ra nincs megoldasa a feladatnak, ezek azok az esetek, amikor
n=2, illetve 5. Ezekre mas médon is lehet érvelni, hogy nem lehet igy lerakni.

Ezzel belattuk, hogy altaldanosan minden n-re megoldhaté a feladat, ha tetsz6legesen sok készlet elemeit
felhasznalhatjuk és n>5, vagy n=4.

Ha csak 1 készlet elemeit hasznalhatjuk fel, akkor kis mértékben mddosul a feladat, mert a tablazat mar
nem lesz elég. Kell egy konkrét konstrukcid az elemek lerakdsahoz.

az egy készlettel nem kirakhato elemszamok: 1; 2; 5; 19; 22 és 23.

1-re, 2-re és 5-re mar lattunk indoklast, most lassunk a maradék 3-ra is. Mindharomra ugyan azt fogjuk
haszndlni, Ugyhogy elég az egyikre megmutatni, mondjuk 19-re, hogy lehetetlen.

INDIREKT bizonyitas. Tegylik fel, hogy lehetséges. Ez azt jelenti, hogy leraktunk a készletbdl 19-et egy
asztalra ugy, hogy minden szinbdl pontosan ugyan annyi az dsszteriilet.

De az egész készletben |évé6 elemek szineinek dsszteriilete is egyenld, ami azt jelenti, hogy a maradék
elemeken |évé szinek Osszteriilete is egyenld, ami azt jelenti, hogy az készletbdl kihagyott 5 elem olyan,
hogy a rajtuk |évé szinek dsszteriilete ugyan annyi. Ez ellentmond azzal, hogy nem lehet kivalasztani 6t
elemet Ugy, hogy a rajtuk Iévé kiilonboz6 szinek dsszterlilete azonos, tehat bebizonyitottuk, hogy
lehetetlen.




Egy lehetséges kirakas 6 elemre:

ElGzetes ismeret:

Tanari ajanlas:
Kis elemszamra a megoldas egyszer(, érdemes ki is rakni a megfeleld alakzatokat. Az altalanos bizonyitas C
kategdriaban, vagy B korosztdlyban versenyfeladatként is feladhaté.




Fokozat BC / Korosztaly: 10-16

Téma /Altémak: geometria és képzEmdlvészet, 3D vazlat és
képfelépités, kompozicié, tudomanytorténet

Készlet: hdromszog, kor, négyzet

Tovabbi eszkozigény: papir, olld, ragasztd, szamitdgép
Nyelv: magyar

A feladat leirasa:

Vizsgald meg a szabalyos platéni testeket, a tetraédert, hexaéder, oktaédert, ikozaédert. Hogyan alakultak
ki ezek a testek? A matematikusok és a mlivészek szdmdra miért érdekesek a testek szimmetrikus
valtozatai? Beszélj a platdni testek filozdfidjardl, torténetérdl és jelentbségérdl a kérnyezetiinkben.
Tekintsd at a vizualis mlvészeti alkotas alapjait, azaz a kép kompoziciéjat. A kép alapelemei: pont, vonal,
felllet, térfogat. Az elem valtozodi: méret, alak, pozicid, irdny, szam, slirliség, tavolsag.

A kompozicio tipusai: fesziiltség, ritmus és egyensuly.

Példak:

Epitészet és torténelem: piramisok — Egyiptom

Mérnoki tudomanyok és épitészet: Szelek tornya — Gorogorszag
Koérnyezet, épitészet és kémia: montreali bioszféra — Kanada

Mdvészet: Diirer — Melankélia, M.C. Escher geometridja, Piet Mondrian kompoziciék 2018, Alexander
Calder szobrok, mobilok, szobraszat

Az 1. és 2. feladat kétdimenzidsbdl a haromdimenzids felé halad
1/a Rajzolj Poliuniverzum alakzatokat két dimenziéban: kor, négyszog, haromszog
1/b Rajzolj 3D-ben: labda, tetraéder, hexaéder, oktaéder, ikozaéder
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Baloldali kép: szkennelt vagy fényképezett, jobboldali kép: szamitdgéppel tervezett




2/a Rakd ki az oktaédert haromszogekbdl. Hasznalj segitségképpen kész rajzot, ha sziikséges.
A kompozicidkat készitheted szamitégépen, fényképez6géppel vagy szkenneléssel. Nyomtasd ki a munkad.
Vizsgdld meg a kép kompozicidjat.

2/b A kinyomtatott képbdl készits haromdimenzids testet. A kész munkakat m(ialkotas-egylttesként,
mobilként felakasztjuk. Csoportokban vizsgaljuk meg a szobor kompozicids alapjait. Miben kiilonbdznek a
kompozicié alapelemei hdromszog, 2D-kép és szobor esetében?

A feladat megoldasa, megoldasok:

El6zetes ismeret:

Segitség a testekkel kapcsolatos feladatokhoz: nyomtatdsra kész, ingyenesen letolthetd ikozaéder,
tetraéder, hexaéder, oktaéder haldja.

Szamitogépes alapismeretek: Gimp-Gnu képmanipulacids program, Draw.io szabad szoftverek.

Tanari ajanlas:

A feladat egyes részei képzémlivészethez kapcsolédd érakon, délutani foglalkozasokon feldolgozhaték.
Akdr hosszabb id6ét atfogd projektmunkat is tervezhetiink a feladatlap 6tletei alapjan.

Gyakorlati példakon keresztil vilagitja meg a két dimenzid és a harom dimenzid fogalmat.
Megismertet a képz6mivészeti kompozicié alapjaival.

Lehetdséget ad a csoportmunkara.

Felkészit a mivészeti iskolakba valé felvételire (Finnorszagban).




Fokozat BC / Korosztaly: 10-18
g» v . . R
S &, | Téma /Altémak: alkotas, vizudlis képzelet
> = . . .
_5 g Készlet: barmelyik csomag
o ": Tovabbi eszkozigény: papir, ceruza
1-[\1'.)‘\0 Nyelv: magyar

A feladat leirasa:

Nézzétek meg a kovetkez6 filmet:

"A pont és a vonal: Szerelem kisebb dimenzidkban" (1965)
Rendezd: Chuck Jones, Maurice Noble.

Script: Norton Juster
https://www.youtube.com/watch?v=hgqUya0OkGPA

Készitsetek Poliuniverzum elemekbél egy olyan kompoziciot, amit a latott film ihletett.

A feladat megoldasa, megoldasok:

ElGzetes ismeret:

Tanari ajanlas:

Ez a feladat egy példa arra nézve, hogy a gyerekek érdekldését filmtorténeti kilonlegességekkel is fel lehet
kelteni a matematika szeretete irdnt, és éiményszer(ien 6sszekapcsolni a Poliuniverzum eszkdzzel.

Mas erre alkalmas eseteket és mddszereket is kitalalhatunk a gyerekeknek, esetleg Gket is bevonhatjuk

a kutatasba.




Q‘\“ERSE 2 Fokozat C / Korosztaly: 14-18
S d(‘, Téma/Altémak: geometria, teriletszamitas, szazalékszamitas
f'o.. ‘ﬂ § Készlet: haromszdg, négyzet két csomag
9’4/ [ r— ":\ Eszkozigény: papir, ceruza, olld, ragasztd, korzé, vonalzd
07170 Nyelv: magyar

A feladat leirasa:

Szines papirbdl az alabbi Poliuniverzum elemekbdél allé kollazst szeretnénk elkésziteni. A baloldali dbran a
szinezés, a jobb oldalin a méretek lathatdk (a négyzetek és a szabalyos haromszogek oldalai is egyarant 8
cm-esek). A vasarolt kartonpapirok mérete 21 cm x 30 cm. Legkevesebb hany lapra van sziikséglink a piros,
sarga, kék, zold szinl kartonbdl, hogy a kép elkésziiljon, ha egy-egy alapelem azonos szin{ tartomdnyait
nem ragaszthatjuk 6ssze tobb részb6l? Hany szdzalék hulladék keletkezik az egyes szinekbél?

Elég-e kevesebb kartonlap, ha parban dolgoztok és kdzésen hasznaljatok a lapokat?

Ha ki szeretnétek rakni a képet a Poliuniverzum elemekbdl, hany haromszogeket és négyzeteket tartalmazo
dobozra van sziikségetek?
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A feladat megoldasa, megoldasok:

A kirakdasnal észre kell venni, hogy vannak a képen azonos haromszog, négyzet elemek a szimmetria miatt,
ezért egy doboz egyik formabdl sem elegendé.

A papirbdl valé kivagasnal ligyes elhelyezéssel minden szinbél elég 1 lap, kivéve a kéket, ahol kettd
szlikséges. Szabalyos haromszogeket, négyzeteket kell szerkeszteni.

A keletkez6 hulladékszamitasnal szabalyos haromszogek és négyzetek teriileteit kell kiszamolni.

ElGzetes ismeret:

Szabalyos haromszog, négyzet szerkesztés, szabalyos haromszog, négyzet teriiletének kiszamitdsa.
Szazalékszamitas.

Tanari ajanlas:

Ez részben nyitott végd, tobbféle tevékenységet magaban foglald feladat. Nem érai munkara alkalmas,
hanem pdrban, vagy csoportban végzett projekt feladatként érdemes kezelni, otthoni, esetleg délutdni
iskolai tébb napot ativeld foglalkozasként. A kérdések, feladatok tovabb bévitheték. Példaul, mennyi
hulladék keletkezik, ha parban dolgoztok?




Fokozat C / Korosztaly: C 14-18

Téma /Altémak: oszthatdsag, szamok primtényezds
felbontasa, teljes indukcid

Készlet: hdromszog tobb csomag

Tovabbi eszkozigény: papir, ceruza

Nyelv: magyar

A feladat leirasa:

Haszndljunk haromszog készleteket! Hany alapelembdl tudunk kirakni nagyobb szabalyos haromszoget?
Keresslink szabalyt és bizonyitsuk be! Egy teljes készlet maradéktalan felhasznalasaval ki tudunk rakni egy
nagy szabalyos hdromszoget? Ha nem, akkor legkevesebb hany készletre van sziikséglink ahhoz, hogy egy
teljes nagy haromszoget rakjunk ki?

A feladat megoldasa, megoldasok:

Az aldbbi dbran egy 16 haromszogbdl kirakott nagy haromszog lathato.

A

Eszrevehetjiik, hogy minden sorba kettSvel tdbb haromszog kell, igy
1+3=4

1+3+5=9

1+3+5+7=16

1+3+..+(2n-1)=n’




A kapott 6sszefliggés teljes indukcidval bizonyithatd.

Vagyis, ha felhasznalt alapelemek szama négyzetszam, csak akkor rakhaté ki bel6lik nagy haromszog. Egy
dobozban 24 alapelem van, ami nem négyzetszam, tehat egy doboz elemeit maradéktalanul felhaszndlva
nem kaphatunk nagy haromszoget.

Ha arra vagyunk kivancsiak, hogy legkevesebb hany dobozra van sziikségilink, hogy maradék nélkdl
kirakjunk egy nagy haromszoget azt kell megvizsgdlnunk, hogy 24-nek melyik az a legkisebb t6bbszorose,
ami négyzetszam lesz 24x = 2®x 3x=n’ .

A négyzetszam primtényezGs felbontasaban minden tényezének pdros hatvanyon kell szerepelnie, ezért x
legkisebb megfelel§ értéke 2x3 = 6 lesz. Tehat 6 dobozra van sziikséglink, ekkor 144 alapelembdl egy 12
soros nagy haromszoget kapunk.

El6zetes ismeret:
Szamok primtényezG6s felbontasa. Négyzetszam primtényezds alakja.

Tanari ajanlas:
Elfogadva a felismert szabalyt, a feladat oszthatdsagi része a teljes indukcié haszndlata nélkdl is
megoldhatd.




Fokozat C / Korosztaly: C 14-18

Téma /Altémak: oszthatdsag, szamok primtényezds
felbontasa, teljes indukcid

Készlet: hdromszog tobb csomag

Tovabbi eszkozigény: papir, ceruza

Nyelv: magyar

A feladat leirasa:

Haszndljunk haromszog készleteket! Nevezziik az aldbbi abran lathatoé szabalyos haromszoget “ritka
haromszoégnek”. Hany alapelembdl tudunk kirakni az abran lathaté médon nagyobb szabdlyos
haromszoget? Keressiink szabalyt és bizonyitsuk be! Egy teljes készlet maradéktalan felhaszndlasaval ki
tudunk rakni egy ilyen szabalyos haromszoget? Ha nem, akkor legkevesebb hany készletre van sziikségiink
ahhoz, hogy egy teljes nagy haromszoget rakjunk ki?

A

A A
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A feladat megoldasa, megoldasok:

Az fenti dbran egy 10 haromszogbdl kirakott “ritka haromszog” lathato.
Eszrevehetjiik, hogy minden sorba eggyel tébb haromszog kell, igy
1+2=3

1+2+3=6

1+2+3+4=10

_nx(n+1)

1+2+...+n 5

A kapott 6sszefliggés teljes indukcidval bizonyithatd.

nx(n+1)

Vagyis, ha felhasznalt alapelemek szama alaku, csak akkor rakhato ki bel6liik nagy haromszog. Egy

nx(n+1)

dobozban 24 alapelem van, ami nem irhato fel alakban, tehat egy doboz elemeit maradéktalanul

felhasznalva nem kaphatunk teljes “ritka haromszoget”.




Ha arra vagyunk kivancsiak, hogy legkevesebb hany dobozra van sziikségilink, hogy maradék nélkdl

kirakjunk egy nagy “ritka haromszoget” azt kell megvizsgalnunk, hogy 24-nek melyik az a legkisebb

alaku lesz.

" - .nx(n+1
tobbszorose, ami %

_nax(m+1)
B 2
48x=nx(n+1)

24x

2 x3x=nxn+1)

Olyan x-et kell keresniink, hogy 2% x 3x két egymast kovets szam szorzata legyen, két egymast kovets
szam kozil az egyik mindig pdros, a masik pdaratlan, a paros szdm most 16, ami kett6 hatvany, ezért
valamelyik szomszédja oszthaté harommal. A megoldas tehat 2* x 3 x 5 = 15 x 16.

Tehat 5 dobozra van sziikségilink, ekkor 120 alapelembdl egy 15 soros nagy “ritka haromszoget” kapunk.

El6zetes ismeret:
Szamok primtényezGs felbontdsa. A mélyebb feldolgozashoz a teljes indukcid ismerete is szlikséges.

Tanari ajanlas:
Elfogadva a felismert szabalyt, a feladat oszthatdsagi része a teljes indukcié haszndlata nélkdl is
megoldhatd.




QOLY~

L Erasmus+

or, v3“°

Fokozat C / Korosztaly: 14-18

ERSE 37 Témak: geometria, Pitagorasz-tétel, mérés, négyzetgyok,
kerekités, szogfuggvények derékszogli haromszogben,

kombinatorika, kombinacid, valdszinliségszamitas

Készlet: négyzet

Tovabbi eszkozigény: papir, ceruza, vonalzd, szamoldgép

vagy flggvénytablazat

Nyelv: magyar
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A feladat leirasa:

Szamitsuk ki PF és KM szakaszok hosszat! Végezziik el a szamoldst paraméteresen, az alapelem

o n

oldala legyen “a”, majd szamoljunk a = 8 cm-rel, véglil mérjiik meg egy oldal hosszat mm
pontossaggal, és szamoljuk ki gy is a jeldlt szakaszok hosszat! Az utdbbi két esetben az eredményt
cm-ben, két tizedesjegyre kerekitve adjuk meg!

Mekkora szoget zar be a PF szakasz a kék négyzet (hozzd hegyesszogben csatlakozd) oldalaval?

Hany szakaszt tudunk berajzolni Ugy, hogy a szakaszok végpontjai a négyzetek 15 csucsabdl
keriljenek ki?

Hany olyan van ezek kozo6tt a szakaszok kdzott, amelyek nem illeszkednek négyzetoldalra?

Vannak egyenl6k az el6z6 kérdés szakaszai kozott? Hany? Melyek ezek?

Zsuzsi azt allitja, hogy ha a négyzet csucsaibdl véletlenszerten kivalasztunk két pontot annak a
valdszinlisége, hogy a kapott szakasz négyzetoldalra illeszkedd, vagy négyzetoldalra nem illeszkedd
lesz - a valdszinliségeket egy tizedesre kerekitve - azonos. Ezzel szemben Jani azt mondja, hogy a
nem négyzetoldalra illeszked6 szakaszok el6forduldsanak valészinlisége legalabb haromszorosa a

négyzetoldalra illeszked6 szakaszok el6forduldasanak. Szerintetek kinek van igaza?




A feladat megoldasa, megoldasok:

1. AKLM és az FEP derékszogl haromszogekbdl Pitagorasz tétellel szdmolhatjuk ki a kérdéses

2.

szakaszok hosszat:

2 2 2 2 5 2
e -
_aVs

PF =——= 0,56
2 a

Haa=8cm, PF = 4,47 cm
Az alapelem oldaldnak hossza 90 mm, de elképzelhetdk kisebb eltérések, igy a gyerekek mérhetnek
89 vagy 91 mm-t is.

a a 16a—2a—a_13a

A I TR T 16
KM = (5)2 . (13_a>2 _ e 169a® 173d’
8 16/ 64 256 256
av173

M = =~ 2
16 0,82a

Haa=8cm, PF = 6,58 cm

Az FEP derékszogl haromszogbél szogfliggvénnyel szamolunk:

tg(FPEX) = — =

-
|
(STESTRNES

FPEx = 26,6°

15 pontbdl kell kettét kivalasztani ugy, hogy a kivalasztas sorrendjére nem vagyunk tekintettel.

15) _ 15x14

2 = 105.

Ez kombinacié, tehat a megoldas: (




Természetesen a feladat a kombindcidk ismerete nélkil is megoldhatd. A szakasz egyik végpontja
tetsz6legesen, vagyis 15 féleképpen valaszthatd, a masik végpont 14 féleképpen, ez 15x14 szakasz

lenne, de az eredményt el kell osztani kettével, mert minden szakaszt kétszer szamoltunk.

Els6 megoldas: Az 6sszes szakaszbdl levonjuk a “rossz”, vagyis az egy négyzetoldalra illeszked6

szakaszok szdmat. Ez a kék, zold, sarga négyzet esetében egyenként 4 szakasz, vagyis 3x4 = 12, a
hidnyzo kis négyzetnél két ilyen szakasz van, majd az AK, Cl oldalakra még 2 — 2, vagyis 4 szakasz
illeszkedik, az AB és BC oldalakra pedig egyenként 4 szakasz, ez 6sszesen 12 + 2 + 2x2 + 2x4 = 26

“rossz” szakasz. Tehat négyzetoldalra nem illeszked6 szakasz 105 — 26 = 79 van.

Masodik megoldds: Nézziik meg a pontokat egyenként, hogy melyiket hdny ponttal nem kothetiink
Ossze, vagyis melyikkel van kdzos négyzetoldaluk. Ezt a szamot 14-bél levonva megkapjuk, hogy
hany masikkal kothet6 dssze az adott csucs. Ez a hasonld helyzet(i pontok miatt viszonylag gyorsan

kiszamolhato.

Melyik pont? Hany masikkal kothetd 6ssze?
B 8
A C 9
N,O,F E 10
K I, L H 11
JL,M,P, G 12

Vagyis 8 + 2 x9 + 4 x10 + 4 x11 + 4 x12 = 158. Most is minden szakaszt duplan szamoltunk,
tehat 158/2 = 79.




5. Nyilvanvaldan egyenl6 hosszUsagu szakaszok a négyzetek atléi, ezen kivil

AP = PC, PG = GC = GE, LI = MJ

6. Mivel oldalra illeszked6 szakasz 26 van és nem oldalra illeszkedd 79, ezért a kérdéses

valdszintlségek:

26

pP1 = m = 0,248 = 0,25

- = 0,752 = 0,75
p2_105_ ) ~ Y,

igy Janinak van igaza.

El6zetes ismeret:
Pitagorasz-tétel, szogfliggvények derékszogl haromszogben, valdszinliség fogalma

Tanari ajanlas:
Hasonlo feladatokat lehet adni a Poliuniverzum haromszoggel és a korrel is!
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Fokozat B / Korosztaly: 10-14

Téma /Altémak: alkotds, vizualis fantazia
Készlet: kor, haromszog, négyzet

Tovabbi eszk6zigény: computer, Google Draw

Nyelv: magyar

A feladat leirasa:

Rajzolj, tervezz kompoziciét a Google Draw segitségével a Poliuniverzum ismert formaibol! A munkahoz a
kovetkez6képpen allitsd be az oldalt:

1. Valassz A3-as oldalméretet a kompoziciddhoz sziikséges (allo, vagy fekvd) tajolassal.

2. Hattérszinnek is a piros, sarga, kék vagy z6ld PUSE szineket hasznald.

A feladat megoldasa, megoldasok:

A gyerekek alkotasaibdl kozllink néhanyat




El6zetes ismeret:
Google Draw alkalmazas

Tanari ajanlas:

Toltsiik fel a Google Draw-ba a Poliuniverzum (haromszog, négyzet, kor mind a 24-24 elemének képét).

A gyerekek a megfelel$ képeket kivalasztva a rajzold program lehetdségeit hasznalva (tukrozés, forgatas,
kicsinyités, nagyitas, stb.) készitsenek képeket.

Fent néhany tanuld alkotasat latjuk. A Google Draw alkalmazast kivaléan hasznalhatjuk, példaul kotetlen
jatékra, tovabba tébb eszkdzcsomagot kivaltd feladatok megoldasanak digitalis modellezésére, vagy akar a

< sz

l[dtdsmaodjanak kiszélesitésére.




\S(—_RSE % F?kozat BCI / Iforo'lsztély: 10-5].8 ,
§ » Téma /Altémak: térgeometria, szabalyos testek,
> < konstrukcid, lehetetlenség
= o . . .. .
% ‘M K Készlet: hdromszog, négyzet
4/01-5'“"'"“0 Tovabbi eszkozigény: papir, ceruza, szamitdgép
1yd0 Nyelv: magyar

A feladat leirasa:

Van-e olyan szabalyos test, amit fel lehet épiteni a Poliuniverzum haromszog, vagy négyzet alapelemekbdl,
hogy a csucsoknal azonos méret(i (nagy, kozepes, vagy kicsi) haromszégek, vagy négyzetek talalkozzanak?
Ha megtalaltad a megoldast szerkeszd meg az dbrat szamitdgépen barmilyen erre alkalmas programban.

A feladat megoldasa, megoldasok:

Azoknal a testeknél, ahol egy csucsban paratlan darab szabalyos sokszog talalkozik, nem lehet megalkotni a
kérdéses testet, ahol paros darab taldlkozik, ott megoldhatd a feladat.

Azt, hogy paratlan sok sokszog miért nem taldlkozhat egy csucsban, arra nézziink meg egy konkrét esetet,
példaul a tetraédert. Az A cslicsban legyenek azonos méretl haromszogek. Ezeket jel6ljik 1-gyel. A B
csucsnal lev6 azonosakat jeloljik 2-vel. A C, illetve a D csucsnal igy szlikségszerlien marad a 3-as, ami az
ADC haromszogre nézve lehetetlen. (Egy Poliuniverzum haromszog alapelem nem tartalmazhat két csucsnal
azonos méretd kisebb haromszoget.) Mas megfogalmazassal: egy paratlan hosszu kér kromatikus szama 3.

C

Mivel az egyetlen szabalyos test, ahol paros sok lap talalkozik egy csucsban az oktaéder, igy a feladatnak
csak egy megoldasa van.




A megfelel6 oktaéder képe:

El6zetes ismeret:

ElGszOr érdemes tisztazni a szabalyos test fogalmat. Induljunk ki a szabalyos sokszégbdl. Szabalyos sokszog
az, aminek minden oldala és minden szége egyenld. Prébaljak meg a tanuldk 6nalléan megfogalmazni, hogy
mitél szabalyosabb egy sokszdg a masiknal. (Példaul sokak szamara a téglalap szabalyos sokszdg, mert
intuitiven gondolnak ra. A négyzetet is annak tartjak. Talan még néhanyan a rombuszt is oda soroljak.
Erdemes lehet megfontolni, hogy szabalyosabb-e a négyzet a téglalapnal?) Ezt kdveten adjunk definiciét a
szabalyos testekre. Egybevagd szabalyos sokszéglapokbdl allé alakzat. Ez kevés, még kell hozzd az is, hogy
goémb irhatd koré, vagy hogy a lapok altal bezart szogek is azonosak. Ha a definiciét megfogalmaztuk, akkor
gyljtsiik 6ssze a szabdlyos testeket: tetraéder, oktaéder, ikozaéder, hexaéder, dodekaéder.

Tanari ajanlas:
A grafelméletnél tanult kromatikus szam ismétlésére is alkalmas.




y Fokozat BC / Korosztaly: 10-18
§ 2, Téma /Altémak: geometria, GeoGebra
~ = Készlet: haromszog
o (=) L . g L
B %'\ Tovabbi eszkozigény: szamitégép
01,[\13(\° Nyelv: magyar

A feladat leirasa:

Szerkesszétek meg a Poliuniverzum haromszog elemét GeoGebraban! Keressetek minél tébbféle
megoldast! A szinek amennyire lehet, hasonlitsanak a Poliuniverzum szineire. Hol jeleniti meg a GeoGebra a

haromszogek terileteit? Szamitsatok ki GeoGebraban a kiilonb6z6 haromszogek teriileteinek aranyat! Mit
vesztek észre?

A feladat megoldasa, megoldasok:

A feladat megoldhaté csak sokszogek szerkesztésével, de legegyszeriibben és legpontosabban a centralis
nyujtds haszndalataval ériink célt. A haromszogek teriletei megjelennek az algebra ablakban, a didkok a
teriilet ardnyok kiszamitasaval észrevehetik a hasonld sikidomok (itt hasonlé haromszogek) terileteire
vonatkozo 6sszefliggést.

Egy GeoGebraban késziilt kép:

€ > C @ nitps//wwwgeogebra.org/classic W@ :
AR D EBNEE sc Q=
[E] A2 & =N @
O |1=2 i

O m=2

O |n=2

O p=1

O [q=1

O r=1

Sokszog
@  poligonl = 27.71
@  poligon2 = 6.93
©  poligon3 =173
O | poligons = 0.43

Pont

O A=(10)

O B=(0

O c=(369) : b
O p=@30 :

O E=(134) : Q

https://www.geogebra.org/m/qsngpw2k

ElGzetes ismeret:

Tanari ajanlas:

A szerkesztések megtaldlhatdk a fenti linken a tananyagok kézott egy GeoGebra book-ban 6sszegy(ijtve.
GeoGebraban készithetiink a Poliuniverzum mdvészeti hatterére utalé alkotasokat, vagy haromdimenzids
kiterjesztésére, fraktdl jellegére utald interaktiv alkalmazdsokat.




Q y Fokozat BC / Korosztaly: 10-18
§ 2, Téma /Altémak: geometria, GeoGebra
> S | Készlet: négyzet
o (=) L wls g e
B %'\ Tovabbi eszkozigény: szamitégép
01190 Nyelv: magyar

A feladat leirasa:

Szerkesszétek meg a Poliuniverzum négyszog elemét GeoGebraban! Keressetek minél tobbféle megoldast!
A szinek amennyire lehet hasonlitsanak a Poliuniverzum szineire. Hol jeleniti meg a GeoGebra a négyzetek
teriileteit? Szamitsatok ki GeoGebraban a kiilonbdz6 négyzetek terileteinek aranyat! Mit vesztek észre?

A feladat megoldasa, megoldasok:
A feladat megoldhaté csak sokszogek szerkesztésével, de legegyszerlibben és legpontosabban a centralis
nyujtas hasznalataval érlink célt. A négyzetek teriiletei megjelennek az algebra ablakban, a didkok a tertlet

aranyok kiszamitdsaval észrevehetik a hasonlé sikidomok teriileteire vonatkozo 6sszefliggést.

Egy GeoGebraban készilt kép:

€ > C @ httpsy//www.geogebra.org/classic/dnyedsth F )
NN PN S oc Q=
E] A& 2% & e BN
- (8.4) g
F = Pont(g)
O
—~ (8.6) ®
O 6=(.6) :
H = Pont(h)
— (6.8) ®
1 = Pont(h) :
O
—~ (05.8) O]
O 1=(05175) i
K = Pont(i)
- (0,75) ®
L = Pont(i) :
[
—_ (0‘ 1) ®
O M=y :
N = Pont(f) L
- (10) ®
0 = Pont(f) :
o PS
—~ (4,0 ® =
O p-@a : aQ
+ | Parancssor. o

https://www.geogebra.org/m/dnyedsfh

ElGzetes ismeret:

Tanari ajanlas:

A szerkesztések megtaldlhaték a fenti linken a tananyagok kézott egy GeoGebra book-ban 6sszegy(ijtve.
GeoGebraban készithetiink a Poliuniverzum mdvészeti hatterére utalé alkotasokat, vagy haromdimenzids
kiterjesztésére, fraktal jellegére utald interaktiv alkalmazdsokat.




Fokozat BC / Korosztaly: 10-18

SN i L :
NS &, | Téma /Altémak: térgeometria, GeoGebra
= S | Készlet: haromszdg, kér, négyzet
o kS bt e o d o
o;,/ e Tovabbi eszkozigény: szamitdgép

>
OryyHo® Nyelv: magyar

A feladat leirasa:

Rajzoljunk “térbeli Poliuniverzumot” a GeoGebra 3D-ben! Abrazoljunk egy szabélyos tetraédert, majd a
tetraéder cslcsaiba az eredeti tetraéder oldalainak felével, negyedével, nyolcadaval, tizenhatodaval
rajzoljunk kisebb tetraédereket. Haszndljuk a GeoGebra centrdlis nyujtas parancsat! Szinezzik ki a
tetraédereket! Hany kiilénb6z6 szinre van szikséglink, hogy minden kis tetraéder és az alapelem is mas
szinl legyen? Hany kilénb6z6 tetraédert szinezhetnénk igy?

Vegyetek térlatd szemiiveget, majd allitsatok be a GeoGebra3D vetités funkcidjdban a térlatast!

A feladat megoldasa, megoldasok:

€ C @ https//www.geogebra.org/classic/w3ypdxwr @

R.A/}bd)e:-‘&@‘{ix“c QN=
Pont N =1
Szakasz

@ «AB=518

@ ¢AC=518

@ «¢AD-=518

@ «BC=518

@ «¢«BD=518

@ «cp=518

Tetraéder
a=16.37
a' =205

2, =026

a, = 0.03

(O  BRCEN BN J

ay=0

Héromszog

@  feliiletABC = 11.61

@  felilletABD = 11.61 : Q
@  felilletACD = 11.61 : Q
ﬂ feliiletBCD = 11.61

5 kilénb6z6 szinre van sziikség. 5! = 120 kiilénb6z6 tetraédert szinezhetlink igy.

https://www.geogebra.org/m/w3yp4xwr
https://www.geogebra.org/m/x6bg8KUQ

ElGzetes ismeret:

Tanari ajanlas:

A szerkesztések megtaldlhatdk a fenti linken a tananyagok k6zott egy GeoGebra book-ban 6sszegy(ijtve.
GeoGebraban készithetiink a Poliuniverzum mdvészeti hatterére utalé alkotasokat, vagy haromdimenzids
kiterjesztésére, fraktal jellegére utald interaktiv alkalmazdsokat.




\ERSE , Fokozat BC / Korosztaly: 10-18

§ 4’% Téma /Altémak: geometria, GeoGebra
> o B S | Készlet:
% ’* R Tovabbi eszkozigény: szamitdgép

¢ Ensmus+°%

Orpyy© Nyelv: magyar

A feladat leirasa:

Rajzoljunk “térbeli Poliuniverzumot” a GeoGebra 3D-ben! Abrazoljunk egy kockat, majd a kocka cstcsaiba
az eredeti kocka oldalainak felével, negyedével, nyolcadaval, stb. rajzoljunk kisebb kockakat. Ha minden
csucsba rajzolunk “kiskockat” ugy, hogy rendre felezziik az éleket, akkor mekkora lesz a legkisebb kocka és
az eredeti kocka élének az aranya? Hasznaljuk a GeoGebra centralis nyujtas parancsat! Hanyadik kocka lesz
mar “szinte lathatatlan”? Valtoztassuk meg a hasonldsag ardnyat! Milyen aranynal fogja a két legnagyobb
“kiskocka” éppen érinteni egymast? Szinezzik ki a kockdkat! Hany kiildnb6z6 szinre van sziikséglink, hogy
minden “kiskocka” és az alapelem is mas szin(i legyen? Hany kilénb6z6 kockat szinezhetnénk igy?
Vegyetek térlatd szemiiveget, majd allitsatok be a GeoGebra3D vetités funkcidjaban a térlatast!

A feladat megoldasa, megoldasok:

Ha a hasonldsag aranya 0,5 a bal oldali abran lathatjuk, hogy a 7. kocka mdr szinte nem latszik.
A jobb oldali dbrdn a hasonlésag ardnyat ugy hataroztuk meg, hogy a két legnagyobb “kiskocka” éppen

‘s . Lo . 1+5 . . .
érintse egymadst. Ekkor a hasonldsag aranya ¢ = — = 1,618 az aranymetszés aranya lesz, hiszen az

aranymetszés egyik definicidja szerint egy szakaszt ugy kell felosztani két részre, hogy a kisebbik rész és a
nagyobbik rész aranya egyezzen meg a nagyobbik rész és az eredeti szakasz aranyaval. Itt pontosan ez
tortént, az eredeti kocka élét osztottuk fel az aranymetszés definicidéjanak megfelel6en.

Az alapelem figyelembevételével 9 szinre van sziikség. igy 9! = 362 880 féle kiilonboz8 szinezést kaphatunk.

https://www.geogebra.org/m/NS2nks69
https://www.geogebra.org/m/x4hkYxx2
https://www.geogebra.org/m/sVGScaM2

Tanari ajanlas:

A szerkesztések megtalalhatdk a fenti linken a tananyagok kézott egy GeoGebra book-ban 6sszegy(ijtve.
GeoGebraban készithetlink a Poliuniverzum muvészeti hatterére utalé alkotasokat, vagy haromdimenzios
kiterjesztésére, fraktdl jellegére utald interaktiv alkalmazdsokat.



https://www.geogebra.org/m/NS2nks69
https://www.geogebra.org/m/x4hkYxx2
https://www.geogebra.org/m/sVGScaM2

Fokozat C / Korosztaly: 14-18

Téma /Altémak: geometriai szerkesztések, GeoGebra
Készlet: kor

Tovabbi eszkozigény: szamitdgép

Nyelv: magyar

A feladat leirasa:
Szerkeszd meg a Poliuniverzum koér alapelemét GeoGebraban!

A feladat megoldasa, megoldasok:

A feladat elég nehéz, 6sszetett ismereteket igényel. Szerkesztés kozben at lehet ismételni sok korrel
kapcsolatos fogalmat (kbzépponti szog, félkor, koriv, korszelet).

A képen a kész szerkesztés lathatd a segédvonalakkal, amibdl a szerkesztés gondolatmenete leolvashaté.
Az alapelem is kiszinezhetd, ha figyelembe vessziik, hogy harom korcikkbél és harom haromszoghbél all.
Ezutan haszndlnunk kell a GeoGebra réteg funkcidjat azért, hogy a hdrom szines félkor az el6bb emlitett
haromszogek folé keriljon.

A kész kép:

https://www.geogebra.org/m/du3sm73b
https://www.geogebra.org/m/pmc92bqy

Tanari ajanlas:

A szerkesztések megtaldlhatdk a fenti linken a tananyagok kozott egy GeoGebra book-ban 6sszegy(ijtve.
GeoGebraban készithetiink a Poliuniverzum mdvészeti hatterére utalé alkotasokat, vagy haromdimenzids
kiterjesztésére, fraktal jellegére utald interaktiv alkalmazdsokat.




N Fokozat C / Korosztaly: 14-18
§ J‘!, Téma /Altémak: geometria, fraktal, GeoGebra
> = .
-} o | Készlet:
=4 S " e e
9'4/ B o~ | Tovabbi eszk6zigény: szamitdgép

OryyHo® Nyelv: magyar

A feladat leirasa:

Készitsetek a GeoGebraban Poliuniverzum ihlette alkotasokat a GeoGebra eszkdz hasznalatavall

A feladatlap egy lehet6séget mutat, de tetszés szerint varidlhaté az 6tlet.

Kapcsoljatok be a négyzetracsot a pontosabb szerkesztés érdekében. ElGszor egy eszkozt készitilink.
Ennek menete a kovetkezé:

A szabalyos sokszog ikon valasztasaval rajzoljunk egy négyzetet, majd a centralis nyUjtas ikonnal a négyzet
minden csucsabdl felére kicsinyitjiik az eredeti négyzetet, az arany -0.5 legyen (A — elGjel azért sziikséges,
mert az eredeti négyzetre most kifelé szeretnénk rajzolni a kisebb négyzeteket. Természetesen, ha az arany
0.5, akkor a négyzeteket befelé rajzolja a GeoGebra, ez egy Ujabb lehetdség.)

Most a GeoGebra f6meniijébél valasszuk az eszkdzok, Uj eszkdz 1étrehozdsa parancsot. Ekkor megnyilik egy
Uj ablak. Itt kimend alakzatoknak valasszuk a négy kis négyzetet, bemend alakzat az eredeti négyzet két
csucsa legyen. Ezutan az eszkdznek tetszés szerinti nevet és ikonjanak tetszéleges kis képet adhatunk.
Ekkor az ikonok kozott megjelenik az eszkodziink, valasszuk ki, ezutan egy négyzet bal, majd jobb alsé
csucsara kattintva megkapjuk a négyzet csucsaihoz csatlakozd, négy kisebb négyzetet.

Szinezzétek be a kiilonb6z8 méret(i négyzeteket mas-mas szinlire (elég csak a harom kifelé nézé négyzetet
szinezni)! Prébaljatok elérni csuszka, vagy jelol6 négyzet hasznalataval, hogy a kiilonb6z6 méretl négyzetek
[épésrél-lépésre, egymas utan jelenjenek meg!




A feladat megoldasa, megoldasok:

A feladat elsé részének megoldasa a feladat leirdsanal talalhato.
A tovdbbiakhoz néhdny oGtletet adod dbra kovetkezik.

1. Jel6l6négyzettel:

[ eracis 1. lterdcio
[ )2 teracie [ teracie
[ Js. teracie []a. teracio
[ )4 teraci [ eracis
1. erdcid 1. iteracio
[]2. tteraci [V)2. terscia
[ |3 teracie (W]3. iteracis
[Ja teracis (Ve weracio
| BN BN BN BN BN BN BN BN BN BN R B AN |
1. iteracié
2. iteracid
3. iteréci
4. iterécio




Hasonld képeket kapunk csiszkdval, a képen itt csak a legutolsd fazis lathaté:

(I Lk

A csUszkan a szamokat névelve 0-tol 5-ig,
a fraktal egyre tébb szintje jelenik meg.

https://www.geogebra.org/m/WjpwwgNb
https://www.geogebra.org/m/m7rgHbQt
https://www.geogebra.org/m/cbftur5y

ElGzetes ismeret:

Tanari ajanlas:

A szerkesztések megtaldlhatdk a fenti linken a tananyagok kézott egy GeoGebra book-ban 6sszegy(ijtve.
A feladatlap egyik célja a GeoGebraban az Uj eszkoz készitésének és hasznalatanak elsajatitasa, a masik a
Poliuniverzum altal ihletett szabad alkotas.

Készithetiink hasonld szerkezet(i abrat haromszogre, mas sokszogre épitve, nemcsak kifelé, hanem befelé
épitkezve, a lehetGségek tarhaza végtelen, az a fontos, hogy minél kreativabb 6tletekkel alljanak el6 a
gyerekek. A jel6l6 négyzetek hasznalata jé lehetdséget nyujt a logikai mlveletek gyakorldsara.
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